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rischio
Marco Tarsia FiSSIamo uno spazio di probabilita (2, F, P), che chiamiamo

scenario, ed un sottospazio lineare X di L°%(P)=L%((Q, F,P);R)

Teoria I . . .- . .. . . ..
assiomatica e cui variabili aleatorie sono dette posizioni (finanziarie).
delle misure <
convesse di
ischio . .. . . . . . . ..
o Definizione (Misura convessa di rischio; rischio di una posizione)

Una misura convessa di rischio p su X é una mappa p: X — R
tale che, al variare di X,Y € X, keR e \€]0, 1], soddisfa:

Monotonia: X > Y = p(X) < p(Y).
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Fissiamo uno spazio di probabilita (22, F,P), che chiamiamo
scenario, ed un sottospazio lineare X' di L°(P)=L°((Q, F,P);R)
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S, le cui variabili aleatorie sono dette posizioni (finanziarie).

delle misure ~

convesse di

rischio - . . . . . . ..
Definizione (Misura convessa di rischio; rischio di una posizione)

Una misura convessa di rischio p su X é una mappa p: X — R
tale che, al variare di X,Y € X, keR e \€]0, 1], soddisfa:

Monotonia: X > Y = p(X) < p(Y).
Invarianza per traslazioni: p(X + k) = p(X) — k.
Convessita: p(AX + (1=A)Y) < Ap(X) 4+ (1=X)p(Y).
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Una misura convessa di rischio p su X' é una mappa p: X - R
tale che, al variare di X,Y € X, keR e \€]0, 1], soddisfa:

Monotonia: X > Y = p(X) < p(Y).

Invarianza per traslazioni: p(X + k) = p(X) — k.
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Una misura convessa di rischio p su X' é una mappa p: X - R
tale che, al variare di X,Y € X, keR e \€]0, 1], soddisfa:

Monotonia: X > Y = p(X) < p(Y).

Invarianza per traslazioni: p(X + k) = p(X) — k.

Convessita: p(AX + (1=A)Y) < Ap(X) 4+ (1=X)p(Y).
Nel caso X = L>°(P), p é chiamata misura convessa di rischio.
Per ogni X € X, p(X) & detto rischio secondo p di X.
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Definizione (Misura convessa normalizzata di rischio)

Ogni misura convessa p su X con p(0) = 0 & detta normalizza

ta.

v

Definizione (Misura coerente di rischio)

Una misura coerente di rischio p* su X' & una misura convessa

rischio p* su X tale che, al variare di X,Y € X e A>0, verifica:

Positiva omogeneita: p*(AX) = Ap*(X).
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Definizione (Misura convessa normalizzata di rischio)

Ogni misura convessa p su X’ con p(0) = 0 & detta normalizzata.

v

Definizione (Misura coerente di rischio)

Una misura coerente di rischio p* su X' & una misura convessa

rischio p* su X tale che, al variare di X,Y € X e A>0, verifica:

Positiva omogeneita: p*(AX) = Ap*(X).
Subadditivita: p*(X 4+ Y) < p*(X) + p*(Y).

Nel caso X = L*°(P), p* é chiamata misura coerente di rischio.

di

v

Fissiamo per il seguito una misura convessa di rischio p su X.

Marco Tarsia (Universita di Pisa) Misure convesse di rischio 04/05/2018

4/37



Teoria assiomatica delle misure convesse di rischio
Posizioni accettabili e insiemi di accettazione

Misure
convesse di
rischio

Definizione (Posizione accettabile; insieme di accettazione)

Una posizione X € X' ¢é detta accettabile secondo p se p(X) < 0.

Marco Tarsia

Teoria
assiomatica
delle misure
convesse di
rischio

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia (Universita di Pisa) Misure convesse di rischio 04/05/2018 5 /37



Teoria assiomatica delle misure convesse di rischio
Posizioni accettabili e insiemi di accettazione

Misure

o GF Definizione (Posizione accettabile; insieme di accettazione)

rischio

Una posizione X € X' ¢é detta accettabile secondo p se p(X) < 0.
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Una posizione X € X' ¢é detta accettabile secondo p se p(X) <
L'insieme di accettazione A, secondo p & il sottoinsieme di X
costituito dalle posizioni accettabili secondo p:

A, (Xex|pX)<o0}.

0.

Proposizione

A, € un insieme non vuoto e convesso che caratterizza p:

p(X)=inf{meR|[X+mecA,}, XeX.
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rischio
Morca 7o UN@ posizione X € X' e detta accettabile secondo p se p(X) < 0.
L'insieme di accettazione A, secondo p & il sottoinsieme di X
Teore costituito dalle posizioni accettabili secondo p:
delle misure
convesse di def
rischio Ap:{XGX‘[)(X)SO}

Proposizione
A, € un insieme non vuoto e convesso che caratterizza p:

p(X)=inf{meR|[X+mecA,}, XeX.

Nota: se p = p* & coerente, allora A, & un cono tale che
0
LY(P)NX C Ay
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el p possiede la proprieta di Fatou se, nel caso che X, | X :=inf, X,

convesse di
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Proposizione
Per X = L*°(P), p possiede la proprieta di Fatou se e solo se:

(Xn), limitata e non crescente = p(inf, X,) < sup, p(Xn).
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allora (p(Xn)),, € non decrescente e sup, p(Xn) < p(X).
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p possiede la proprieta di Fatou se, nel caso che X,, | X :=inf, X,
in senso P-q.c. e con X € X, vale p(X) < sup, p(X»).

Proposizione

Per X = L*°(P), p possiede la proprieta di Fatou se e solo se:
(Xn), limitata e non crescente = p(inf, X,) < sup, p(Xn).
Xn — X € L*®(P) in senso P-q.c. = p(X) < liminf, p(X,).
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Per X = L*°(P), p possiede la proprieta di Fatou se e solo se:
(Xn), limitata e non crescente = p(inf, X,) < sup, p(Xn).
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QxP

Osservazione: data una funzione di penalita «, la mappa

palX) = sup {EQ[-X]-a(Q)}, XeLX(P),
Q«xP
a(Q)<+oo

€ una misura convessa di rischio che verifica la proprieta di Fatou.
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f
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rischio Assumiamo per tutto il seguito che X' = L>(P).

Marco Tarsia
Lemma

et Se A, ¢é chiuso nella topologia debole-star o(L>*(P), L*(P)),

delle misure

convesse i allora é di penalita la funzione definita ponendo, per ogni Q € P,
f
0,(Q) ' sup E9-v] = sup {EQ-X] - p(X)}.
YEA, XeL=(P)

Inoltre, A, = {x e L%(P) ‘ EQ[-X] - a,(Q) < o}.

Q«xP
ap(Q)<+oo

Nota: se p = p* & coerente, allora a,+ € a valori in {0, +00}.
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Teoria assiomatica delle misure convesse di rischio
Funzioni di penalita e teorema di rappresentazione

Misure
convesse di

=11 Teorema (di rappresentazione delle misure convesse di rischio)

Marco Tarsia

Supponiamo che L*(P) sia separabile. Allora sono equivalenti:

Teoria . . N .
SesfemEiiEE p possiede la proprieta di Fatou.
delle misure

convesse di

rischio

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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convesse di
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Marco Tarsia
Supponiamo che L*(P) sia separabile. Allora sono equivalenti:

—omatica p possiede la proprieta di Fatou.
delle misure
::izzzfsse di A,D e O'( LOO(P), Ll(P))—ChIUSO.
Esiste una funzione di penalita o tale che
pX)= sup {EQ-X]-a(Q)}, X eLl=(P).
QxP
a(Q)<+o0
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Teoria assiomatica delle misure convesse di rischio

Funzioni di penalita e teorema di rappresentazione

Misure

convesse di
Teorema (di rappresentazione delle misure convesse di rischio)

rischio

Marco Tarsia
Supponiamo che L*(P) sia separabile. Allora sono equivalenti:

—omatica p possiede la proprieta di Fatou.
delle misure
:’:i«:zz:se di Ap e O'( LOO(ID)7 Ll(P))—ChIUSO.
Esiste una funzione di penalita o tale che
pX)= sup {EQ-X]-a(Q)}, X eLl=(P).
QxP
a(Q)<+o0

In ciascun caso, o, € la minima tra le funzioni di penalita o per
mezzo delle quali valga una tale formula: ag'i=a, < a.
v
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Teoria assiomatica delle misure convesse di rischio
Funzioni di penalita e teorema di rappresentazione

Misure
convesse di
rischio

Corollario (rappresentazione delle misure coerenti di rischio)

Marco Tarsia
o Se LY(P) ¢ separabile e se p = p* € coerente, allora p* possiede
assiomatica la proprieta di Fatou se e solo se esiste un Q C P tale che

delle misure
convesse di

rischio p*(X) = sup EQ[*X]y X € LOO(P)
Esempi Q<<P

|1§tevo|i di QGQ

oenia

Misure

convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia (Universita di Pisa) Misure convesse di rischio 04/05/2018 10 / 37



Teoria assiomatica delle misure convesse di rischio

Funzioni di penalita e teorema di rappresentazione

Misure

convesse di

rischio . . . T .
e Tars Corollario (rappresentazione delle misure coerenti di rischio)
o Se LY(P) ¢ separabile e se p = p* € coerente, allora p* possiede
assiomatica la proprieta di Fatou se e solo se esiste un Q C P tale che
convesse di
rischio p*(X) = sup E9[—X], X e L®(P).

Q<P
QeQ )

Domanda: cosa possiamo dire se X # L>°(P) e X ¢ L°(P)?
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Funzioni di penalita e teorema di rappresentazione

Misure

convesse di

rischio . . . T .
Corollario (rappresentazione delle misure coerenti di rischio)

Marco Tarsia

o Se LY(P) ¢ separabile e se p = p* € coerente, allora p* possiede
la proprieta di Fatou se e solo se esiste un @ C P tale che

assiomatica
delle misure

convesse di
rischio p*(X) = sup EQ[*X]y X € LOO(P)
Q<P
QeQ y

Domanda: cosa possiamo dire se X # L>°(P) e X ¢ L°(P)?

Teorema
Supponiamo che lo scenario (2, F,P) sia non atomico. Allora
non esiste una misura coerente di rischio su tutto X = LO(P).
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rischio Proposizione
Marco Tarsia Sja A un sottoinsieme non vuoto e convesso di L°°(P) tale che:
Teoria HBVYXcAeVYel®P),Y>X=YcA
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Esempi notevoli di misure convesse di rischio

Un risultato preliminare
Misure
convesse di ..
rischio Proposizione

Marco Tarsia Sja A un sottoinsieme non vuoto e convesso di L°°(P) tale che:
VXeAdeVYel®P),Y>X=YcA
inf{meR|me A} > —oc.

Allora la mappa p4: L°(P) — [—o0, +00] data da

Esempi
notevoli di

g::;;edi pA(X)dZEflnf{meR‘X"_meA}a XELOO(P)7

rischio

(inf @ = +00) € una misura convessa di rischio con A,, O A.
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Esempi notevoli di misure convesse di rischio

Un risultato preliminare

Misure

convesse di

rischio Proposizione
Marco Tarsia Sja A un sottoinsieme non vuoto e convesso di L°°(P) tale che:
VXeAdeVYel®P),Y>X=YcA
inf{meR|me A} > —oc.
Allora la mappa p4: L°(P) — [—o0, +00] data da

Esempi
notevoli di

::)i:lh\;;sedi pA(X)dZEflnf{meR‘X"_meA}a XELOO(P)7

(inf @ = +00) € una misura convessa di rischio con A,, O A.
Inoltre, se A, , & a(L>(P), LY(P))-chiuso, allora

a,,(Q) = )s(téi EQ[—X], QecP.
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convessedi Definizione (Funzione di perdita)

rischio

Marco Tarsia

Misure di rischio definite da funzioni di perdita

Trasformata di Fenchel-Legendre e formula di rappresentazione

Chiamiamo funzione di perdita ogni mappa £: R — R che sia

non identicamente costante, non decrescente e convessa su R.

Teoria
assiomatica
delle misure
convesse di
rischio

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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convesse di
rischio

Marco Tarsia

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure di rischio definite da funzioni di perdita

Trasformata di Fenchel-Legendre e formula di rappresentazione

Definizione (Funzione di perdita)

Chiamiamo funzione di perdita ogni mappa £: R — R che sia
non identicamente costante, non decrescente e convessa su R.

Fissiamo una funzione 7 di perdita, un a € int/(R) e definiamo

A= Af,={xe1=P)|E°[((-X)] <a}.
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convesse di
rischio

Marco Tarsia

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio
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Misure di rischio definite da funzioni di perdita

Trasformata di Fenchel-Legendre e formula di rappresentazione

Definizione (Funzione di perdita)

Chiamiamo funzione di perdita ogni mappa £: R — R che sia
non identicamente costante, non decrescente e convessa su R.

Fissiamo una funzione 7 di perdita, un a € int/(R) e definiamo
A=AP = {x e L(P) ’ EP[¢(-X)] < a}.

Allora la mappa p = p4 € una misura convessa di rischio tale che
A, = A e la quale possiede la proprieta di Fatou.
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Misure di rischio definite da funzioni di perdita

Trasformata di Fenchel-Legendre e formula di rappresentazione

Definizione (Funzione di perdita)

Chiamiamo funzione di perdita ogni mappa £: R — R che sia
non identicamente costante, non decrescente e convessa su R.

Fissiamo una funzione 7 di perdita, un a € int/(R) e definiamo
A=AP = {x e L(P) ’ EP[¢(-X)] < a}.

Allora la mappa p = p4 € una misura convessa di rischio tale che
A, = A e la quale possiede la proprieta di Fatou.

Supponiamo dunque che L*(P) sia separabile e consideriamo la
trasformata di Fenchel-Legendre {*: R — |—o0, +00] di ¢, ossia

*(z) = szﬂg{zy —Uy)}, zeR.
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Trasformata di Fenchel-Legendre e formula di rappresentazione

. o1 ;
Marco Tarsia Per ogni Q € 7), ap(Q) - )I\r;fO X{a + EP |:€ ()\%)] }
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Misure di rischio definite da funzioni di perdita

Trasformata di Fenchel-Legendre e formula di rappresentazione

Teorema

. 1 "
Per ogni Q € P, 0,(Q) = /{f;% X{a + EPV ()‘%)] }

Esempio (la misura entropica di rischio di parametro 1)
Sia /(x) =€e*, x € R, esia a:= 1.
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Misure di rischio definite da funzioni di perdita

Trasformata di Fenchel-Legendre e formula di rappresentazione

Misure

Teorema

convesse di
rischio

. o1 .
Marco Tarsia  Per ogni Q € P, ,(Q) = /{r;l; 3 {a +EP [¢ (AZ%)] }

Teoria
assiomatica . . . - . .
delle misure Esempio (la misura entropica di rischio di parametro 1)

convesse di
Eechd Sia /(x) = €*, x € R, e sia a := 1. Allora, per ogni z > 0,

Esempi
notevoli di

misure

convesse di E*(Z) o Z(IogZ 1), se z > 0,

rischio — 0 .
) se z = 0.

Misure

convesse

condizionali

e dinamiche

di rischio

4
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Misure di rischio definite da funzioni di perdita

Trasformata di Fenchel-Legendre e formula di rappresentazione

Teorema

. o1 *
Per ogni Q € P, 0, (Q) = /{f;% X{a+ EP[E (AZ%)]}-

Esempio (la misura entropica di rischio di parametro 1)
Sia /(x) = €*, x € R, e sia a := 1. Allora, per ogni z > 0,
z(logz—1), sez>0,

*(2) =

0, se z=0.

Cosi 0,(Q) = EP[H{%>O}% log 98] = H(Q|P), Qe P

(dove H(Q|P) & I'entropia relativa di Q data P).

4
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Trasformata di Fenchel-Legendre e formula di rappresentazione

Teorema

. o1 *
Per ogni Q € P, 0, (Q) = /{f;% X{a+ EP[E ()‘378)]}'

Esempio (la misura entropica di rischio di parametro 1)

Sia /(x) = €*, x € R, e sia a := 1. Allora, per ogni z > 0,

7 (2) = z(logz—1), sez>0,
B 0, se z=0.

Cosi 0,(Q) = EP[H{%>O}% log 98] = H(Q|P), Qe P

(dove H(Q | P) & I'entropia relativa di Q data P). Infine,

p(X)=logEP[e *], X e L®(P).

v
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio

Prevedibile convessita e formula di rappresentazione

Misure Siano T,d € N\{0}, denotiamo T = {0,1,..., T} e fissiamo:

convesse di

rischio Una filtrazione F = (F¢)te7 su (Q, F, P) con Fy che sia
LRI P-banale e con F1 = F.
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notevoli di
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convesse di
rischio
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d processi stocastici F-adattati S’ = (S{)ter, i =1,...,d,
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio
Prevedibile convessita e formula di rappresentazione

Misure Siano T,d € N\{0}, denotiamo T = {0,1,..., T} e fissiamo:

convesse di . . .
tischio Una filtrazione F = (F¢)te7 su (Q, F, P) con Fy che sia
Marco Tarsia P-banale e con F1 = F. Indichiamo inoltre F_1 := Fy.

d processi stocastici F-adattati S’ = (S!)ie7, i=1,...,d,
a valori in Ry = [0, 400[ e gia attualizzati rispetto ad un
processo deterministico B = (B;)tc7 reale e positivo. Sia
e quindi S = (St)eer == ((S},..., S¢) Nter
notevoli di

convesse di
rischio
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Prevedibile convessita e formula di rappresentazione

Misure Siano T,d € N\{0}, denotiamo T = {0,1,..., T} e fissiamo:

convesse di ) ) i
rischio Una filtrazione F = (F¢)te7 su (Q, F, P) con Fy che sia
Marco Tarsia P-banale e con 7+ = F. Indichiamo inoltre F_1 := Fq.
d processi stocastici F-adattati S’ = (S{)ter, i =1,...,d,

a valori in Ry = [0, 400[ e gia attualizzati rispetto ad un
processo deterministico B = (B;)tc7 reale e positivo. Sia
quindi S = (Se)eer = ((5¢, -+, S{) e

Esempi

notevoli di Per ogni strategia H = (H)ter = ((HE, ..., HZ))ter su S di
g g eT t t €T
convesse di portafoglio autofinanziato a costo xp € R avente processo valore

attualizzato V = V*oH = (V,),c7, H & un processo a valori in
R che risulta F-prevedibile, ovvero (F;_1)¢c7 -adattato, mentre
V ¢ il processo reale F-adattato di traiettorie Vo = xg e

t
Vi=xo+ > Hs-AS,, teT\{0}.

s=1
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio

Prevedibile convessita e formula di rappresentazione

Misure
convesse di
rischio

Definizione (Insieme prevedibilmente convesso)

Sia ¥ = A1 47 s un insieme non vuoto di processi a valori in
R e F-prevedibili tali che, per ogni H = (H;)te7 € 7, la vaaur.
thl H; - AS; sia inferiormente limitata.

Marco Tarsia

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio

Prevedibile convessita e formula di rappresentazione

Misure

convessedi | Definizione (Insieme prevedibilmente convesso)

rischio

Sia ¥ = A1 47 s un insieme non vuoto di processi a valori in

R e F-prevedibili tali che, per ogni H = (H;)te7 € 7, la vaaur.
Z;l H; - AS; sia inferiormente limitata. Diciamo allora che J#
& un insieme prevedibilmente convesso se 0 € 77 e se, per ogni

processo [F-prevedibile £ = (£¢)te7 a valori in [0, 1] e per ogni

Marco Tarsia

f;f::zi,i " H = (Ht)ter, H = (H:)te7 €, resta in il processo dato da
g::;Zse di ~
rischio gth + (1_§t)Ht7 t e T
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convesse di
rischio

Marco Tarsia

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure di rischio definite da vincoli di commercio

Prevedibile convessita e formula di rappresentazione

Definizione (Insieme prevedibilmente convesso)

Sia ¥ = A1 47 s un insieme non vuoto di processi a valori in

R e F-prevedibili tali che, per ogni H = (H;)te7 € 7, la vaaur.
Zthl H; - AS; sia inferiormente limitata. Diciamo allora che 7
& un insieme prevedibilmente convesso se 0 € 77 e se, per ogni

processo [F-prevedibile £ = (£¢)te7 a valori in [0, 1] e per ogni

H = (Hi)teT, H = (Ht)teT € H, resta in il processo dato da

EeHe + (1_&);/“ teT.

4

Fissiamo un insieme prevedibilmente convesso .7 ed assumiamo
per il modello I'ipotesi NA (di non arbitraggio).
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio

Prevedibile convessita e formula di rappresentazione

Definizione (Insieme prevedibilmente convesso)

Sia ¥ = A1 47 s un insieme non vuoto di processi a valori in

R e F-prevedibili tali che, per ogni H = (H;)te7 € 7, la vaaur.
Z;l H; - AS; sia inferiormente limitata. Diciamo allora che J#
& un insieme prevedibilmente convesso se 0 € 77 e se, per ogni

processo [F-prevedibile £ = (£¢)te7 a valori in [0, 1] e per ogni

H = (Hi)teT, H = (Ht)teT € H, resta in il processo dato da

EHe+ (1—&)H,, teT.

4

Fissiamo un insieme prevedibilmente convesso .7 ed assumiamo
per il modello I'ipotesi NA (di non arbitraggio). Definiamo quindi

A=Ay = | {xer=P@) | x+ Ll H-ns >0}
Hesr
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Prevedibile convessita e formula di rappresentazione

Misure

L — Allora la mappa p = p4 € una misura convessa di rischio con

rischio A, 2 A e che non gode in generale della proprieta di Fatou.
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio

Prevedibile convessita e formula di rappresentazione

Misure N . P .
L — Allora la mappa p = p4 € una misura convessa di rischio con

ischi . . N .

reene A, O A e che non gode in generale della proprieta di Fatou.

Marco Tarsi . : i i i
Y Assumiamola come ipotesi e supponiamo L*(P) separabile.

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Marco Tarsia (Universita di Pisa) Misure convesse di rischio 04/05/2018 16 / 37



Misure
convesse di
rischio

Marco Tarsia

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Marco Tarsia

Misure di rischio definite da vincoli di commercio
Prevedibile convessita e formula di rappresentazione

Allora la mappa p = p4 € una misura convessa di rischio con
A, 2 A e che non gode in generale della proprieta di Fatou.
Assumiamola come ipotesi e supponiamo L'(P) separabile.

Proposizione

Per ogni Q € P, a,(Q) = EQ[AY] dove AQ = (AQ)c7 e il
processo > 0, non decrescente e F-prevedibile con AR =0 e

AA? = esssup {Ht . (EQ[St\]‘}q] — 5t71)}, teT\{0}.
Heuw

(Universita di Pisa) Misure convesse di rischio 04/05/2018 16 / 37



Misure di rischio definite da vincoli di commercio
Prevedibile convessita e formula di rappresentazione

Misure

L — Allora la mappa p = p4 € una misura convessa di rischio con

rischio

A, 2 A e che non gode in generale della proprieta di Fatou.
Assumiamola come ipotesi e supponiamo L'(P) separabile.

Marco Tarsia

Proposizione

Per ogni Q € P, a,(Q) = EQ[AY] dove AQ = (AQ)c7 e il

Esempi processo > 0, non decrescente e F-prevedibile con A(? =0e
= Q. (eQ .
AA? =esssup < Hy - (E[S¢|Feo1] — Se-1) ¢, t€ T\{0}.

Hesr

Attenzione: possiamo sempre supporre che il processo valore
V = Vo sia Q-integrabile per ogni Q e P, xo c Re H € 7.
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio
Prevedibile convessita e formula di rappresentazione

Allora la mappa p = p4 € una misura convessa di rischio con
A, 2 A e che non gode in generale della proprieta di Fatou.
Assumiamola come ipotesi e supponiamo L'(P) separabile.

Proposizione

Per ogni Q € P, a,(Q) = EQ[AY] dove AQ = (AQ)c7 e il
processo > 0, non decrescente e F-prevedibile con AR =0 e

AA? = esssup {Ht . (EQ[St\]‘}q] — 5t71)}, teT\{0}.
Heuw

Attenzione: possiamo sempre supporre che il processo valore

V = Vo sia Q-integrabile per ogni Q e P, xo c Re H € 7.
Osservazione: & possibile dimostrare che, se 77 é “i—chiuso”,
allora I'ipotesi NA equivale alla proprieta di Fatou per p.
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio

Combinazione con funzioni di perdita

Misure Sia ora po una misura convessa di rischio che soddisfi la proprieta
convesse 1 . .
rischio di Fatou, supponiamo L*(P) separabile e definiamo

Marco Tarsia

A= Aswpe = | {XGL“(P) X+Z;1Ht~A5tzv}.

Heor
YEA,
Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio

Combinazione con funzioni di perdita

 Misure Sia ora po una misura convessa di rischio che soddisfi la proprieta
rischio di Fatou, supponiamo Ll(P) separabile e definiamo
Marco Tarsia
A= Appy= | {Xer=P) | x+ Lt a5 =Y},
He#
YEA,,
St Allora la mappa p = p4 € una misura convessa di rischio sotto
misure I'ipotesi che p(0) > —oo, con A, O A e tale che
rischio
A=A, + Ax.
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio

Combinazione con funzioni di perdita

Sia ora po una misura convessa di rischio che soddisfi la proprieta
di Fatou, supponiamo L*(P) separabile e definiamo

A= Aswpe = | {Xe L*(P) | X+, He - AS, > Y}.
He
YEAy,

Allora la mappa p = p4 € una misura convessa di rischio sotto
I'ipotesi che p(0) > —oo, con A, O A e tale che

A=A, + Ax.
Assumiamo la proprieta di Fatou per p e py = pa,,: allora

QP(Q) - QPO(Q) + Oép(yf(Q); Q S P
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio

Combinazione con funzioni di perdita

Misure
convesse di
rischio

Denotiamo anche py , = pap_ e definiamo A = Ay ,_» ponendo
’ ,a

Marco Tarsia

A= | {xer=@)|EP[e(-Xx -l H-nS)] <a}.
Hex

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio

Combinazione con funzioni di perdita

Misure

convesse di
rischio Denotiamo anche py , == p 4o e definiamo A = Ay , » ponendo
5 Z‘a ¢

Marco Tarsia

A= | {xer=@)|EP[e(-Xx -l H-nS)] <a}.

Hesr
Esempi Allora la mappa p = p 7 € una misura convessa di rischio sotto
notevoli di ) ) - ) ~
misure I'ipotesi che p(0) > —oo, ed inoltre A; O A D Ay ,.
convesse di ’
rischio
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio

Combinazione con funzioni di perdita

Misure
convesse di
rischio

Denotiamo anche py , = pap_ e definiamo A = Ay ,_» ponendo
’ ,a

Marco Tarsia

A= | {xer=@)|EP[e(-Xx -l H-nS)] <a}.

Hesw
Esempi Allora la mappa p = p 7 € una misura convessa di rischio sotto
notevoli di ) ) - ) ~
misure I'ipotesi che p(0) > —oo, ed inoltre A; O A D Ay ,.
convesse di ’
rischio

Proposizione

Assumiamo che pg = py .
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Misure di rischio definite da vincoli di commercio

Combinazione con funzioni di perdita

Misure
convesse di
rischio

Denotiamo anche py , = pap_ e definiamo A = Ay ,_» ponendo
’ ,a

Marco Tarsia

A= | {xer=@)|EP[e(-Xx -l H-nS)] <a}.

Hesr
Esempi Allora la mappa p = p 7 € una misura convessa di rischio sotto
notevoli di ) ) - ) ~
misure I'ipotesi che p(0) > —oo, ed inoltre A; O A D Ay ,.
convesse di ’
rischio

Proposizione

Assumiamo che po = py 5. Allora é p(0) > —oco e vale

pP=p-
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Misure SiaT e 1\1\{0}v denotiamo T:{O’ ]_, ceey T} esialF = (]:t)tGT

convesse di

rischio una filtrazione su (Q, F,P) con Fo = {0,Q} e Fr = F.

Marco Tarsia
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condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Sia T € N\{0}, denotiamo T ={0,1,..., T} esiaF = (F¢)eT
una filtrazione su (Q2, F,P) con Fo = {0,Q} e Fr = F.
Definizione (Misure condizionali di rischio convesse e coerenti)

Una misura convessa condizionale di rischio p; al tempo t € T &

una mappa p:: L®(P) — L3°(P):=L>®(Q, F:, P) che, per ogni

XYel>®(P), X;€L(P) e A€ L°(P) a valori in ]0,1], verifica:
Monotonia: X >Y = p(X) < p(Y).

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Sia T € N\{0}, denotiamo T ={0,1,..., T} esiaF = (F¢)eT
una filtrazione su (Q2, F,P) con Fo = {0,Q} e Fr = F.
Definizione (Misure condizionali di rischio convesse e coerenti)

Una misura convessa condizionale di rischio p; al tempo t € T &
una mappa p:: L®(P) — L3°(P):=L>®(Q, F:, P) che, per ogni
XYel>®(P), X;€L(P) e A€ L°(P) a valori in ]0,1], verifica:
Monotonia: X >Y = p(X) < p(Y).
Invar. condizionale per traslazioni: pi(X+X¢)=p:(X)—X¢.

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

oo Sia T € N\{0}, denotiamo T ={0,1,..., T} esialF = (F¢)teT
rischie una filtrazione su (Q, F,P) con Fo = {0,Q} e F1r = F.

Marco Tarsia

Definizione (Misure condizionali di rischio convesse e coerenti)

Una misura convessa condizionale di rischio p; al tempo t € T &
una mappa p:: L®(P) — L3°(P):=L>®(Q, F:, P) che, per ogni
XYel>®(P), X;€L(P) e A€ L°(P) a valori in ]0,1], verifica:
Monotonia: X >Y = p(X) < p(Y).
_ Invar. condizionale per traslazioni: pi(X+X¢)=p:(X)—X¢.
i Conv. condiz: pe(AeX+(1=At)Y) <Aepe(X)+(1=Ae)pe(Y).

condizionali
e dinamiche
di rischio

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

oo Sia T € N\{0}, denotiamo T ={0,1,..., T} esialF = (F¢)teT
rischie una filtrazione su (Q, F,P) con Fo = {0,Q} e F1r = F.

Marco Tarsia

Definizione (Misure condizionali di rischio convesse e coerenti)

Una misura convessa condizionale di rischio p; al tempo t € T &
una mappa p:: L®(P) — L3°(P):=L>®(Q, F:, P) che, per ogni
XYel>®(P), X;€L(P) e A€ L°(P) a valori in ]0,1], verifica:
Monotonia: X >Y = p(X) < p(Y).
_ Invar. condizionale per traslazioni: pi(X+X¢)=p:(X)—X¢.
i Conv. condiz: pe(AeX+(1=At)Y) <Aepe(X)+(1=Ae)pe(Y).

condizionali

¢ dinamiche Normalizzazione: p:(0) = 0.

di rischio

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

oo Sia T € N\{0}, denotiamo T ={0,1,..., T} esialF = (F¢)teT
rischie una filtrazione su (Q, F,P) con Fo = {0,Q} e F1r = F.

Marco Tarsia

Definizione (Misure condizionali di rischio convesse e coerenti)

Una misura convessa condizionale di rischio p; al tempo t € T &
una mappa p:: L®(P) — L3°(P):=L>®(Q, F:, P) che, per ogni
XYel>®(P), X;€L(P) e A€ L°(P) a valori in ]0,1], verifica:
Monotonia: X >Y = p(X) < p(Y).
_ Invar. condizionale per traslazioni: pi(X+X¢)=p:(X)—X¢.
i Conv. condiz: pe(AeX+(1=At)Y) <Aepe(X)+(1=Ae)pe(Y).

condizionali

¢ dinamiche Normalizzazione: p:(0) = 0.

di rischio

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Sia T € N\{0}, denotiamo T ={0,1,..., T} esiaF = (Ft)teT
una filtrazione su (Q, F,P) con Fo = {0,Q} e F1r = F.
Definizione (Misure condizionali di rischio convesse e coerenti)
Una misura convessa condizionale di rischio p; al tempo t € T &
una mappa p:: L®(P) — L3°(P):=L>®(Q, F:, P) che, per ogni
XYel>®(P), X;€L(P) e A€ L°(P) a valori in ]0,1], verifica:
Monotonia: X >Y = p«(X) < pe(Y).
Invar. condizionale per traslazioni: pi(X+X¢)=p:(X)—X¢.
Conv. condiz: pe(AeX+(1=At)Y) <Aepe(X)+(1=Ae)pe(Y).
Normalizzazione: p.(0) = 0.
pt € coerente se, per ogni X € L°(P) e A€ L°(P), A\¢ >0, vale:
m Positiva omogeneita condizionale: pi(AeX) = Aepe(X).
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

e Una misura convessa dinamica (risp. coerente) & una successione
risehie (pt)teT di misure convesse condizionali di rischio (risp. coerenti).

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

e Una misura convessa dinamica (risp. coerente) & una successione
risehie (pt)teT di misure convesse condizionali di rischio (risp. coerenti).

Marco Tarsia .. . . . P .
Fissiamo una misura convessa dinamica di rischio (p¢)teT-

Misure
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condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

e Una misura convessa dinamica (risp. coerente) & una successione
risehie (pt)teT di misure convesse condizionali di rischio (risp. coerenti).

Marco Tarsia .. . . . .. .
Fissiamo una misura convessa dinamica di rischio (p¢)teT-
Allora ogni p; € caratterizzata dal proprio insieme di accettazione

A E{X € L®(P) | pe(X) <0 (P-g.c.) }

poiché py(X) = essinf {X; € LX(P) | X + X, € A}, X € L2(P).

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

e Una misura convessa dinamica (risp. coerente) & una successione
risehie (pt)teT di misure convesse condizionali di rischio (risp. coerenti).

Marco Tarsia .. . . . .. .
Fissiamo una misura convessa dinamica di rischio (p¢)teT-
Allora ogni p; € caratterizzata dal proprio insieme di accettazione

A E{X € L®(P) | pe(X) <0 (P-g.c.) }

poiché p:(X)=essinf {X; € L3°(P) | X+ X € A}, X € L*°(P).
Viceversa, opportuni sottoinsiemi non vuoti di L°°(P) definiscono
in modo univoco misure convesse dinamiche di rischio.

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio
Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Una misura convessa dinamica (risp. coerente) & una successione
(pt)teT di misure convesse condizionali di rischio (risp. coerenti).
Fissiamo una misura convessa dinamica di rischio (p¢)teT-

Allora ogni p; € caratterizzata dal proprio insieme di accettazione

A E{X € L®(P) | pe(X) <0 (P-g.c.) }

poiché p:(X)=essinf {X; € L3°(P) | X+ X € A}, X € L*°(P).
Viceversa, opportuni sottoinsiemi non vuoti di L°°(P) definiscono
in modo univoco misure convesse dinamiche di rischio.

Intendiamo poi la proprieta di Fatou per p; in maniera del tutto
analoga alla parte teorica precedente.
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio
Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Una misura convessa dinamica (risp. coerente) & una successione
(pt)teT di misure convesse condizionali di rischio (risp. coerenti).
Fissiamo una misura convessa dinamica di rischio (p¢)teT-
Allora ogni p; € caratterizzata dal proprio insieme di accettazione
A € { X € L(P) | pe(X) <0 (P-qc) }
poiché p:(X)=essinf {X; € L3°(P) | X+ X € A}, X € L*°(P).
Viceversa, opportuni sottoinsiemi non vuoti di L°°(P) definiscono
in modo univoco misure convesse dinamiche di rischio.
Intendiamo poi la proprieta di Fatou per p; in maniera del tutto
analoga alla parte teorica precedente.
Assumiamo per tutto il seguito che L(P) sia separabile.
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio
Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Misure
convesse di

risehie (pt)ter di misure convesse condizionali di rischio (risp. coerenti).

Una misura convessa dinamica (risp. coerente) & una successione

Marco Tarsia

Fissiamo una misura convessa dinamica di rischio (p¢)teT-
Allora ogni p; € caratterizzata dal proprio insieme di accettazione

def o
A = {X e L¥(P)| pe(X) <0 (P-qc.) }
poiché p:(X)=essinf {X; € L3°(P) | X+ X € A}, X € L*°(P).
Viceversa, opportuni sottoinsiemi non vuoti di L°°(P) definiscono
in modo univoco misure convesse dinamiche di rischio.

Misure
e i Intendiamo poi la proprieta di Fatou per p; in maniera del tutto
S namiche — analoga alla parte teorica precedente.

Assumiamo per tutto il seguito che L(P) sia separabile.
Introduciamo i seguenti sottoinsiemi di P: P ={Q~P }
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio
Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Misure
convesse di

risehie (pt)ter di misure convesse condizionali di rischio (risp. coerenti).

Una misura convessa dinamica (risp. coerente) & una successione

Marco Tarsia

Fissiamo una misura convessa dinamica di rischio (p¢)teT-
Allora ogni p; € caratterizzata dal proprio insieme di accettazione

def o
A = {X e L¥(P)| pe(X) <0 (P-qc.) }
poiché p:(X)=essinf {X; € L3°(P) | X+ X € A}, X € L*°(P).
Viceversa, opportuni sottoinsiemi non vuoti di L°°(P) definiscono
in modo univoco misure convesse dinamiche di rischio.

Misure
e i Intendiamo poi la proprieta di Fatou per p; in maniera del tutto
S namiche — analoga alla parte teorica precedente.

Assumiamo per tutto il seguito che L(P) sia separabile.
Introduciamo i seguenti sottoinsiemi di P: P*={Q~P } ¢,
perogni teT, P: ={Q|r,=P|x}
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio
Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Misure
convesse di

risehie (pt)ter di misure convesse condizionali di rischio (risp. coerenti).

Una misura convessa dinamica (risp. coerente) & una successione

Marco Tarsia

Fissiamo una misura convessa dinamica di rischio (p¢)teT-
Allora ogni p; € caratterizzata dal proprio insieme di accettazione

def o
A = {X e L¥(P)| pe(X) <0 (P-qc.) }
poiché p:(X)=essinf {X; € L3°(P) | X+ X € A}, X € L*°(P).
Viceversa, opportuni sottoinsiemi non vuoti di L°°(P) definiscono
in modo univoco misure convesse dinamiche di rischio.

Misure
e i Intendiamo poi la proprieta di Fatou per p; in maniera del tutto
S namiche — analoga alla parte teorica precedente.

Assumiamo per tutto il seguito che L(P) sia separabile.
Introduciamo i seguenti sottoinsiemi di P: P*={Q~P } ¢,
per ogni t€T, Pti{Q‘ft %P’]'—r}e Qti{Q‘}—t:P‘}—t }
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

it Perognite T e 7515 C P4, una funzione di penalita su 75t € una
rischio mappa a;: Py — LO((Q, Ft, P);]—00, +o0]) tale che, P-q.c.,
Marco Tarsia .
essinf a;(Q) = p:(0) = 0.
QeP:
Misure
condizional
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Misure Perognite T e P, C Py, una funzione di penalitd su P; & una
rischio mappa a;: Py — LO((Q, Ft, P);]—00, +o0]) tale che, P-q.c.,
Marco Tarsia ess IDf at(Q) = pt(O) =0.
QeP:
Lemma

Per ognit € T, se A; € o(L>=(P), L*(P))-chiuso, allora ¢é di
penalita su Py la funzione definita ponendo, per ogni Q € Py,

Ve a™"(Q) d—fesssup EQ[—Y|F:] = esssup {EQ[ X|Fe]l—pe(X )}
con;_es_se ; YeA: XeL ( )

St

di rischio

y
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Misure Perognite T e 7515 C P4, una funzione di penalita su 75t & una

convesse di

rischio mappa a;: Pr — LO((Q, Ft, P);]—00, +00]) tale che, P-q.c.,
Marco Tarsia ess IDf at(Q) = pt(O) = 0.
QeP:

Lemma

Per ognit € T, se A; € o(L>=(P), L*(P))-chiuso, allora ¢é di
penalita su Py la funzione definita ponendo, per ogni Q € Py,

Misure a'™(Q) & esssup EQ[— Y| F] = esssup {EQ[ X[ Fe]—pe(X )}
convesse YeA: XeL ( )

condizionali

e dinamiche

CH = Inoltre, per ogni s € {0,...,t} ed ogni Q € P,

EQaM"(Q)|Fs] = esssup EQ[— Y| F.].
YeA:

V.
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Misure
convesse di
rischio

Teorema (di rappresentazione delle misure convesse condizionali)

Per ogni t € T, sono equivalenti:

Marco Tarsia

pt possiede la proprieta di Fatou.
Teoria
assiomatica
delle misure
convesse di
rischio

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

y
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Misure
convesse di
rischio

Teorema (di rappresentazione delle misure convesse condizionali)

Per ogni t € T, sono equivalenti:

Marco Tarsia

pt possiede la proprieta di Fatou.
Teoria
assiomatica At e‘ O-( LOO(P), Ll(P) )—ChiUSO.

delle misure
convesse di
rischio

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

oy Teorema (di rappresentazione delle misure convesse condizionali)

convesse di
rischio

Per ogni t € T, sono equivalenti:
pt possiede la proprieta di Fatou.
A; € a(L>®(P), L1(P))-chiuso.
Esiste una funzione di penalita a; su un 75t C P; tale che

Marco Tarsia

pe(X) = esssup {EQ[_X‘JTt] — at(Q)}
QeP:
e = esssup {EQ[-X| 7] —a?"(Q)}
condizionali QEP:
e dinamiche i
di rischio = esssup {EQ[—X|]:t] — Oé;mn(Q)}, X € L>=(P).
QeQ:

W
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

oy Teorema (di rappresentazione delle misure convesse condizionali)

convesse di
rischio

Per ogni t € T, sono equivalenti:
pt possiede la proprieta di Fatou.
A; € a(L>®(P), L1(P))-chiuso.
Esiste una funzione di penalita a; su un 75t C P; tale che

Marco Tarsia

pe(X) = esssup {EQ[_X‘JTt] — at(Q)}
QeP:
e = esssup {EQ[-X| 7] —a?"(Q)}
condizionali QEP:
e dinamiche i
di rischio = esssup {EQ[—X|]:t] — Oé;mn(Q)}, X € L>=(P).
QeQ:

W
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

oy Teorema (di rappresentazione delle misure convesse condizionali)

convesse di
rischio

Per ogni t € T, sono equivalenti:
pt possiede la proprieta di Fatou.
A; € a(L>®(P), L1(P))-chiuso.
Esiste una funzione di penalita a; su un 75t C P; tale che

Marco Tarsia

pe(X) = ess sup {EQ[_X‘JTt] — at(Q)}
QeP:
e = esssup {EQ[-X| 7] —a?"(Q)}
condizionali QEP:
e dinamiche i
di rischio = esssup {EQ[—X|]:t] — Oé;mn(Q)}, X € L>=(P).
QeQ:

In tal caso, vale o""(Q) < a(Q) per ogni Q € Ps.

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Misure

convesse di

rischio Corollario (rappresentazione delle convesse e delle coerenti)

Marco Tarsia

pe verifica la proprieta di Fatou se e solo se, per ogni P*€ P¢

Teoria
e, pe(X) = esssup {EQ[_xm] _a;nin(Q)}, X € L=(P),
convesse di QEQ{(P*)

rischio

Esempi. ; . X
o dove Q[(P*) = { Q| = P*|,, EP [aP™(Q)] < +00 }.

convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Misure

rechio " Corollario (rappresentazione delle convesse e delle coerenti)

Marco Tarsia pt verifica la proprieta di Fatou se e solo se, per ogni P*c P¢,
pt(X) = esssup {EQ[ X|Fe] — m'“(Q)}, X € L*=(P),

Qeof(P¥)
dove Qf(P*) = { Q5. = P*|r, E” [aP™(Q)] < +oc }.
Se p: € coerente, p; verifica Fatou se e solo se, VP*€ P¢

Misure

Comonat pe(X) = esssup EQ[-X|F], X e L(P),

i rischia QeQ(P)
dove Q%(P*) = {Q|x, = P*|£,aM"(Q) =0 (P*q.c)}.

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Misure

convesse di

tischio Teorema (di raffinamento della rappresentazione)

Marco Tarsia

Assumiamo che p; soddisfi la proprieta di Fatou. Se esiste
Teoria P*c Pe tale che o™ (P*) < 400 (ES: p¢“sensibile™), allora

assiomatica
delle misure

i pe(X) = esssup {EQ[—X|J-}] - a;"i"(Q)}, X € L®(P).
Q~P

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure
convesse di
rischio

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia

Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Definizioni, prime proprieta e teoremi di rappresentazione

Teorema (di raffinamento della rappresentazione)

Assumiamo che p; soddisfi la proprieta di Fatou. Se esiste
P*c Pe tale che " (P*) < 400 (ES: pt"sensibile™), allora

pe(X) = esssup {EQ[—X|}}] - a;"i"(Q)}, X € L®(P).
Q=P

Nel caso che EP [a""(P*)] < +o00 (ES: p;" sensibile”), vale

pe(X) = esssup {EQ[-X|F] —al™(@)}, X € L¥(P),
QeQf*(PY)

se O ¢(P*) = {Q € pPe

Q |]:t =P |]:t7 EP*[artnin(Q)] < +OO}

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di sensibilita

Misure
convesse di
rischio

Nota: perognit € T,e>0e Aec F, & pi(—ela) >0.

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di sensibilita

Misure
convesse di
rischio

Nota: perognit € T,e>0e Aec F, & pi(—ela) >0.

Marco Tarsia
Definizione (Sensibilita)
Diciamo che p; & sensibile se, per ogni € > 0 ed ogni A € F che
non sia P-trascurabile, risulta P[p;(—c1,4) > 0] > 0.

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure
convesse di
rischio

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia

Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di sensibilita

Nota: perognit € T,e>0e Aec F, & pi(—ela) >0.

Definizione (Sensibilita)
Diciamo che p; & sensibile se, per ogni € > 0 ed ogni A € F che
non sia P-trascurabile, risulta P[p;(—c1,4) > 0] > 0.

v

Lemma
Per ognite Tee>0, 0; ={Q€ O, | af(Q) <e(P-q.c.) } #0.
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Misure
convesse di
rischio

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia

Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di sensibilita

Nota: perognit € T,e>0e Aec F, & pi(—ela) >0.

Definizione (Sensibilita)
Diciamo che p; & sensibile se, per ogni € > 0 ed ogni A € F che
non sia P-trascurabile, risulta P[p;(—c1,4) > 0] > 0.

v

Lemma

Per ognite Tee>0, 0; ={Q€ O, | af(Q) <e(P-q.c.) } #0.
Se p: possiede la proprieta di Fatou e se € sensibile, allora

Qi NPE£.
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Misure

convesse di NOta: per Ogni t c T, é Sempre pt = pt(*pt) (P—qC)

rischio

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia (Universita di Pisa)

Misure convesse di rischio
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Proprieta di consistenza temporale
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Misure
convesse di
rischio

Marco Tarsia

Teoria
assiomatica
delle misure
convesse di
rischio

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia

Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Nota: per ogni t € T, & sempre p: = pe(—p¢) (P-q.c.).

Definizione (Consistenza temporale forte e debole)

(pt)eT € consistente rispetto al tempo (in senso forte) se, per
ogni t € T\{ T}, vale una delle seguenti condizioni equivalenti:

pr = pe(—pes1).

(Universita di Pisa) Misure convesse di rischio 04/05/2018 26 / 37



Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure

convesse di NOta: per Ogni t c T, é Sempre pt — pt(*pt) (P—qC)

rischio

M Tarsi .. .
¥ === Definizione (Consistenza temporale forte e debole)

(pt)eT € consistente rispetto al tempo (in senso forte) se, per
ogni t € T\{ T}, vale una delle seguenti condizioni equivalenti:

pr = pe(—pes1).
VseT cons+teT, pr = pe(—pets).

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche

di rischio o
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure

convesse di NOta: per Ogni t c T, é Sempre pt = pt(*pt) (P—qC)

rischio

M Tarsi .. .
¥ === Definizione (Consistenza temporale forte e debole)

(pt)eT € consistente rispetto al tempo (in senso forte) se, per
ogni t € T\{ T}, vale una delle seguenti condizioni equivalenti:

pt = pe(—pr+1)-
VseT cons+teT, pt = pt(—ptys)-
VX, Y € L%(P), pe1(X) < pes1(Y) = pe(X) < pe(Y).

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche

di rischio o
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure

convesse di NOta: per Ogni t c T, é Sempre pt = pt(*pt) (P—qC)

rischio

M Tarsi .. .
¥ === Definizione (Consistenza temporale forte e debole)

(pt)eT € consistente rispetto al tempo (in senso forte) se, per
ogni t € T\{ T}, vale una delle seguenti condizioni equivalenti:

pt = pe(—pr+1)-
VseT cons+teT, pt = pt(—ptys)-
VX, Y € L%(P), pe1(X) < pes1(Y) = pe(X) < pe(Y).

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche

di rischio o
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure

convesse di NOta: per Ogni t c T, é Sempre pt = pt(*pt) (P—qC)

rischio

Maree T2 Definizione (Consistenza temporale forte e debole)
(pt)eT € consistente rispetto al tempo (in senso forte) se, per
ogni t € T\{ T}, vale una delle seguenti condizioni equivalenti:
pt = pe(—pe+1).
VseT cons+teT, pr = pe(—pets).
VXY € L2(P), pera(X) < pera(Y) = pe(X) < pe(Y).

:I;i:::_se _ (pt)cet & consistente rispetto al tempo in senso debole se:
S hinamiche mVteT\{TleVXeLX(P), A1 C A,
di rischio y
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Misure
convesse di
rischio

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia

Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Nota: per ogni t € T, & sempre p: = pe(—p¢) (P-q.c.).

Definizione (Consistenza temporale forte e debole)
(pt)eT € consistente rispetto al tempo (in senso forte) se, per
ogni t € T\{ T}, vale una delle seguenti condizioni equivalenti:
pr = pe(—pes1).
VseT cons+teT, pr = pe(—pets).
VXY € L2(P), pera(X) < pera(Y) = pe(X) < pe(Y).
(pt)eT € consistente rispetto al tempo in senso debole se:
mVteT\{T}eVXelL®P), Ary1 C A

v

al"(Q) = sup EQ[-Y]< —|—oo}.

Definiamo Q* = {Q € P
YeAo
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure Nota: se pg possiede la proprieta di Fatou e se é sensibile, allora

convesse di
rischio

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia (Universita di Pisa)

Q" #0.

Misure convesse di rischio

04/05/2018
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Nota: se pg possiede la proprieta di Fatou e se ¢é sensibile, allora

Misure
convesse di

rischio Q* # w

Marco Tarsia

In questo caso poi, se (pt),o € consistente rispetto al tempo (in
senso forte), allora p; é sensibile per ogni t € T.

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

e Nota: se pg possiede la proprieta di Fatou e se ¢é sensibile, allora
convesse 1
rischio *
Q* # (.

Marco Tarsia

In questo caso poi, se (pt),o € consistente rispetto al tempo (in
senso forte), allora p; é sensibile per ogni t € T.

Proposizione

Assumiamo che p; verifichi Fatou per ogni t € T. Se (pt),cr €
consistente rispetto al tempo in senso debole allora, V Q ~ P,

Misure EUalt(Q)|F] < af™(Q), teT\{T},

convesse
condizionali

¢ dinamiche e, per ogni Q € Q%, (a""(Q)),c € una Q-F-supermartingala.

di rischio

&
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

e Nota: se pg possiede la proprieta di Fatou e se ¢é sensibile, allora
convesse 1
rischio *
Q* # (.

Marco Tarsia

In questo caso poi, se (pt),o € consistente rispetto al tempo (in
senso forte), allora p; é sensibile per ogni t € T.

Proposizione

Assumiamo che p; verifichi Fatou per ogni t € T. Se (pt),cr €
consistente rispetto al tempo in senso debole allora, V Q ~ P,

Misure EUalt(Q)|F] < af™(Q), teT\{T},

convesse
condizionali

S inamiche e, per ogni Q € QF, (o/t“i“(Q))teT é una Q-F-supermartingala.
Viceversa, se per ogni t € T\{ T } vale la rappresentazione col
“esssupq~p’ per pt, allora questa disuguaglianza implica che
(pt)ieT sia consistente rispetto al tempo in senso debole.

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure Definiamo adesso, per ogni s,t €T cons+t €T,

convesse di
rischio

def
Marco Tarsia At’t_l,_s é At N L??FS(P) = {X S L?is(P) ‘ Pt(X) S O} .

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

it Definiamo adesso, per ognis,t €T cons+teT,
rischio
def
Marco Tarsia At’t_l,_s é At N LﬁS(P) = {X S L?is(P) ‘ pt(X) S O} .
Se p: soddisfa Fatou, allora & di penalita su P; la funzione
Oc?jitls(Q) 4 ess sup EQ[—Y\]-}], Q € Py,
EAt t1s
e pe(X) = esssup {EQ[—xm] - ams(Q)}, X € 12 (P).
€
Misure

convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure Definiamo adesso, per ogni s,t €T cons+t €T,

convesse di
rischio

Ao A0 135, (P) = { X € 12,(P) | pe(X) <0}

Marco Tarsia

Se p: soddisfa Fatou, allora & di penalita su P; la funzione

o (Q) % esssup EQ[-Y|F], Qe Py,
EAt,t+s

e pu(X) = esssup {EQ[-X| Fi] — ol (Q) ], X € L5.(P).

QeQ:
Misure
condizionali Lemma
e dinamiche
di rischio vXe LOO(P), _,OtJrs(X) € At,t+s s X e -At,tJrs + .At+5.
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure Definiamo adesso, per ogni s,t €T cons+t €T,

convesse di
rischio

Aoy 013 (P) = {X € L2 (P) | pe(X) <0}

Marco Tarsia

Se p: soddisfa Fatou, allora & di penalita su P; la funzione

Oc?jitls(Q) 4 ess sup EQ[—Y\]-}], Q < P,
EAt t1s

e pu(X) = esssup {EQ[-X| Fi] — ol (Q) ], X € L5.(P).

QeQ:
Misure
condizionali Lemma
e dinamiche
di rischio vXe LOO(P), _,OtJrs(X) € At,t+s s X e -At,tJrs + .At+5.

pe(—pets) < pr & At C Aregs + Apgs.
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

bt Definiamo adesso, per ognis,t €T cons+teT,
rischio def - B -
Marco Tarsia At’t_l,_s - At N Lt+S(P) = {X S Lt+s(P) ‘ Pt(X) S O} .
Se p: soddisfa Fatou, allora & di penalita su P; la funzione
Oc?jitls(Q) 4 ess sup EQ[—Y\]-}], Q < P,
EAt t1s
e pu(X) = esssup {EQ[-X| Fi] — ol (Q) ], X € L5.(P).
QeQ:
Misure
condizionali Lemma
e dinamiche
di rischio VvV X & LOO(P), _,Ot+s(X) € At’t+5 & X S At,t«l»s + At+5'

pe(—pets) < pr & At C Aregs + Apgs.
pe(—pets) > pr & At D At eqs + Args.

Marco Tarsia (Universita di Pisa) Misure convesse di rischio 04/05/2018 28 / 37



Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio
Proprieta di consistenza temporale

Misure

convessedi - Teorema (di raffinamento della rappresentazione)

rischio

Marco Tarsia  Assumiamo che Q* + () e che p; verifichi Fatou per ogni t € T.
Allora (pt),c1 € consistente rispetto al tempo se e solo se:

Teoria

. o . o
R Perognis,t €T cons+teT, A = At rqs + Args.
convesse di
rischio

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

v
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Misure

convessedi - Teorema (di raffinamento della rappresentazione)

rischio

Marco Tarsia

Assumiamo che Q* # () e che p; verifichi Fatou per ognit €T .

Allora (pt),c1 € consistente rispetto al tempo se e solo se:
Perognis,t €T cons+teT, A = At rqs + Args.
Perognis,t € T cons+te T eperogni Q~P,

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

af™(Q) = of¥45(Q) + E%a

TQ)|Fel-

Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

v

Marco Tarsia (Universita di Pisa)

Misure convesse di rischio

04/05/2018

29 / 37



Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure

convessedi - Teorema (di raffinamento della rappresentazione)

rischio

Assumiamo che Q* # () e che p; verifichi Fatou per ognit €T .
Allora (pt),c1 € consistente rispetto al tempo se e solo se:

Perognis,t €T cons+teT, A = At rqs + Args.
Perognis,t € T cons+te T eperogni Q~P,

Marco Tarsia

of"(Q) = af{o(Q) + E[af3(Q)| 7]

Misure Per ogni X € L>°(P) e Q € OF, & una Q-F-supermartingala
convesse il Processo (VtQ(X))tGT: (pt(X) + artmn(Q))tET'

condizionali

e dinamiche
di rischio

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure

convessedi - Teorema (di raffinamento della rappresentazione)

rischio

Assumiamo che Q* # () e che p; verifichi Fatou per ognit €T .
Allora (pt),c1 € consistente rispetto al tempo se e solo se:

Perognis,t €T cons+teT, A = At rqs + Args.
Perognis,t € T cons+te T eperogni Q~P,

Marco Tarsia

of"(Q) = af{o(Q) + E[af3(Q)| 7]

Misure Per ogni X € L>°(P) e Q € OF, & una Q-F-supermartingala
convesse il Processo (VtQ(X))tGT: (pt(X) + artmn(Q))tET'

condizionali

e dinamiche
di rischio

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure

convessedi - Teorema (di raffinamento della rappresentazione)

rischio

Assumiamo che Q* # () e che p; verifichi Fatou per ognit €T .
Allora (pt),c1 € consistente rispetto al tempo se e solo se:

Perognis,t €T cons+teT, A = At rqs + Args.
Perognis,t € T cons+te T eperogni Q~P,

Marco Tarsia

o™ (Q) = a1 4(Q) + E?af1H(Q)| F].

Misure Per ogni X € L>°(P) e Q € OF, & una Q-F-supermartingala
convesse il Processo (VtQ(X))tGT: (pt(X) + artmn(Q))tET'

condizionali

e dinamiche In ciascun caso, e per ogni t € TeXe LOO(P),

di rischio

pe(X) = esssup {EQ-X|F] - af™(@)}.

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure
convessedi | Definizione (Insieme stabile; incollamento di probabilita)

rischio

Marco Tarsia Un Q C P€ ¢é un insieme stabile se, per ogni Ql, Q2, Q3e Q,
teT e A € Fy, resta in Q la probabilitda Q ~ P definita da

QA] € EQ (14, QYA 7] + 10\ a, Q¥[A|F2]], A€ F

(Qi[A|ft] = EQi[]lA|]-}] é la probabilita F;-condizionale di A
data Q').

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure

convessedi - Definizione (Insieme stabile; incollamento di probabilita)

rischio

Marco Tarsia Un Q C P€ ¢é un insieme stabile se, per ogni Ql, Q2, Q3e Q,
teT e A € Fy, resta in Q la probabilitda Q ~ P definita da

QA] € EQ (14, QYA 7] + 10\ a, Q¥[A|F2]], A€ F

(Qi[A|ft] = EQi[]lA|]-}] é la probabilita F;-condizionale di A
data Q). Chiamiamo Q I'incollamento di Q*, Q2 Q% in t via A;.

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure

convessedi - Definizione (Insieme stabile; incollamento di probabilita)

rischio

Marco Tarsia Un Q C P€ ¢é un insieme stabile se, per ogni Ql, Q2, Q3e Q,
teT e A € Fy, resta in Q la probabilitda Q ~ P definita da

QA] € EQ (14, QYA 7] + 10\ a, Q¥[A|F2]], A€ F

Q' [A|]:t] = EQ’[]lA|]-}] é la probabilita F;-condizionale di A
data Q). Chiamiamo Q I'incollamento di Q*,Q?, Q% in t via At |

comyecee Nota: Q |7, =Q |7, e, se Zi == d(Q'|7,) e Zr = allora
condizionali ’ t t t d(P |-7:t) dP !

e dinamiche

di rischio

Z1 Z1
Zr =1a,2% 2 73 + 1g\a, zt3 Z3

Marco Tarsia (Universita di Pisa) Misure convesse di rischio 04/05/2018 30 / 37



Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure
convesse di
rischio

Corollario (raffinamento della rappresentazione per le coerenti)

Marco Tarsia

Assumiamo che Q*+# () e che p; verifichi Fatou per ogni t €T .
Teoria N . .
assiomatica Se po € coerente, allora sono equivalenti:

delle misure

convesse di (pt)ic € consistente rispetto al tempo.

rischio

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure

convesse di

rischio . . . .
Corollario (raffinamento della rappresentazione per le coerenti)

Marco Tarsia
Assumiamo che Q*+# () e che p; verifichi Fatou per ogni t €T .
Se po € coerente, allora sono equivalenti:

(pt)ic € consistente rispetto al tempo.
L'insieme Q* ¢é stabile e, per ognit € T e X € L>(P),

pe(X) = esssup EQ[—X| F¢].
Qe

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure

convesse di

rischio . . . .
Corollario (raffinamento della rappresentazione per le coerenti)

Marco Tarsia
Assumiamo che Q*+# () e che p; verifichi Fatou per ogni t €T .
Se po € coerente, allora sono equivalenti:

(pt)ic € consistente rispetto al tempo.
L'insieme Q* ¢é stabile e, per ognit € T e X € L>(P),

pe(X) = esssup EQ[—X| F¢].

QeQo*
Misure
condizionali Vale tale formula per ogni t €T e, per ogni X € L>°(P) e
e dinamiche . .
af isefe Q € 9, é una Q-IF-supermartingala il processo (p:(X))cr-
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure

convesse di

rischio . . . .
Corollario (raffinamento della rappresentazione per le coerenti)

Marco Tarsia
Assumiamo che Q*+# () e che p; verifichi Fatou per ogni t €T .
Se po € coerente, allora sono equivalenti:

(pt)ic € consistente rispetto al tempo.
L'insieme Q* ¢é stabile e, per ognit € T e X € L>(P),

pe(X) = esssup EQ[—X| F¢].

QeQo*
Misure
condizionali Vale tale formula per ogni t €T e, per ogni X € L>°(P) e
e dinamiche . .
af isefe Q € 9, é una Q-IF-supermartingala il processo (p:(X))cr-
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Proprieta di consistenza temporale

Misure

convesse di

rischio . . . .
Corollario (raffinamento della rappresentazione per le coerenti)

Marco Tarsia
Assumiamo che Q*+# () e che p; verifichi Fatou per ogni t €T .
Se po € coerente, allora sono equivalenti:

(pt)ic € consistente rispetto al tempo.
L'insieme Q* ¢é stabile e, per ognit € T e X € L>(P),

pe(X) = esssup EQ[—X| F¢].

QeQo*
Misure
condizionali Vale tale formula per ogni t €T e, per ogni X € L>°(P) e
e dinamiche . .
af isefe Q € 9, é una Q-IF-supermartingala il processo (p:(X))cr-

In ciascun caso, p; € coerente per ognit €T .
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Sicurezza asintotica e precisione asintotica

ewre © Assumiamo che (p¢)re7 Sia consistente rispetto al tempo, con
rischio Q*+ () e tale che p; soddisfi Fatou per ogni t € T.

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Sicurezza asintotica e precisione asintotica

ewre © Assumiamo che (p¢)re7 Sia consistente rispetto al tempo, con
rischio Q*+ () e tale che p; soddisfi Fatou per ogni t € T.

Marco Tarsia . omanda: cosa possiamo dire se passiamo al limite per T — +00?

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Sicurezza asintotica e precisione asintotica

Misure Assumiamo che (p¢)teT Sia consistente rispetto al tempo, con

convesse di

Eechio Q*+ () e tale che p; soddisfi Fatou per ogni t € T.
Marco Tarsia. Domanda: cosa possiamo dire se passiamo al limite per T — +00?
Ridefiniamo quindi T = +o00, T=N\{0} e Fr = U(UteT‘Ft)'

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure
convesse di
rischio

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia

Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Sicurezza asintotica e precisione asintotica

Assumiamo che (p¢)teT Sia consistente rispetto al tempo, con
Q*+ () e tale che p; soddisfi Fatou per ogni t € T.

Domanda: cosa possiamo dire se passiamo al limite per T — +00?
Ridefiniamo quindi 7= +o0, T=N\{0} e Fr =0 (U,er Ft).
Dati X € L®(P) e Q € Q*, esistono V(X) e a™"(Q) in L}1(Q)
t.c., se poo(X):=VI(X) —ali"(Q), allora per t — +o0o e Q-q.c.
VE(X) - VA(X),
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Sicurezza asintotica e precisione asintotica

Misure

ewre © Assumiamo che (p¢)re7 Sia consistente rispetto al tempo, con

rischio

Q*+ () e tale che p; soddisfi Fatou per ogni t € T.

Domanda: cosa possiamo dire se passiamo al limite per T — +00?
Ridefiniamo quindi 7= +o00, T=N\{0} e Fr =0 (Uper Ft)-
Dati X € L®(P) e Q € Q*, esistono V(X) e a™"(Q) in L}1(Q)
t.c., se poo(X):=VI(X) —ali"(Q), allora per t — +o0o e Q-q.c.
V(X) - VA(X), ali™(Q) - ami"(Q)

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Sicurezza asintotica e precisione asintotica

Misure

ewre © Assumiamo che (p¢)re7 Sia consistente rispetto al tempo, con

rischio

Q*+ () e tale che p; soddisfi Fatou per ogni t € T.

Domanda: cosa possiamo dire se passiamo al limite per T — +00?
Ridefiniamo quindi 7= +o00, T=N\{0} e Fr =0 (Uper Ft)-
Dati X € L®(P) e Q € Q*, esistono V(X) e a™"(Q) in L}1(Q)
t.c., se poo(X):=VI(X) —ali"(Q), allora per t — +o0o e Q-q.c.
VA(X) = V2(X), af™(Q) = aZ"(Q) & pe(X) = poo(X).

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure
convesse di
rischio

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia

Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Sicurezza asintotica e precisione asintotica

Assumiamo che (p¢)teT Sia consistente rispetto al tempo, con
Q*+ () e tale che p; soddisfi Fatou per ogni t € T.

Domanda: cosa possiamo dire se passiamo al limite per T — +00?
Ridefiniamo quindi 7= +o0, T=N\{0} e Fr =0 (U,er Ft).
Dati X € L®(P) e Q € Q*, esistono V(X) e a™"(Q) in L}1(Q)
t.c., se poo(X):=VI(X) —ali"(Q), allora per t — +o0o e Q-q.c.
VA(X) = V2(X), af™(Q) = aZ"(Q) € pe(X) = poo(X).
Nota: la mappa poo: L°(P) — L°°(P) soddisfa tutte le proprieta
di misura convessa F;-condizionale di rischio per ogni t € T.
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio
Sicurezza asintotica e precisione asintotica

ewre © Assumiamo che (p¢)re7 Sia consistente rispetto al tempo, con
rischio Q*+ () e tale che p; soddisfi Fatou per ogni t € T.

Marco Tarsia . omanda: cosa possiamo dire se passiamo al limite per T — +00?
Ridefiniamo quindi 7= +o0, T=N\{0} e Fr =0 (U,er Ft).
Dati X € L®(P) e Q € Q*, esistono V(X) e a™"(Q) in L}1(Q)
t.c., se poo(X):=VI(X) —ali"(Q), allora per t — +o0o e Q-q.c.
VA(X) = V2(X), af™(Q) = aZ"(Q) e pe(X) = poo(X).
Nota: la mappa poo: L°(P) — L°°(P) soddisfa tutte le proprieta
di misura convessa F;-condizionale di rischio per ogni t € T.

Misure Inoltre poo(X) > —X —essinf a™"(Q’) per ogni X € L2(P).

convesse Q'eQ*
condizionali

e dinamiche

di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Sicurezza asintotica e precisione asintotica

ewre © Assumiamo che (p¢)re7 Sia consistente rispetto al tempo, con
rischio Q*+ () e tale che p; soddisfi Fatou per ogni t € T.

Marco Tarsia . omanda: cosa possiamo dire se passiamo al limite per T — +00?
Ridefiniamo quindi 7= +o00, T=N\{0} e Fr =0 (Uper Ft)-
Dati X € L®(P) e Q € Q*, esistono V(X) e a™"(Q) in L}1(Q)
t.c., se poo(X):=VI(X) —ali"(Q), allora per t — +o0o e Q-q.c.
VA(X) = V2(X), af™(Q) = aZ"(Q) e pe(X) = poo(X).
Nota: la mappa poo: L°(P) — L°°(P) soddisfa tutte le proprieta
di misura convessa F;-condizionale di rischio per ogni t € T.

Misure Inoltre poo(X) > —X —essinf a™"(Q’) per ogni X € L2(P).
convesse Q/GQ*

condizionali

e dinamiche

di rischio Definizione (Sicurezza e precisione asintotiche)

(pt), & asintoticamente sicura, risp. precisa, se poo(X)>—X,
risp. poo(X) = —X, per ogni X € L°(P).
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Sicurezza asintotica e precisione asintotica

Miswe — Nota: per ogni Q€ O, agjit”(Q) é non decrescente nella t ed
rischio esiste P-q.c. il limite of'" (Q) :==sup, aJ'"(Q) < af™(Q) < +o00.

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia (Universita di Pisa)

Misure convesse di rischio

04/05/2018

33 /37



Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio
Sicurezza asintotica e precisione asintotica

Miswe — Nota: per ogni Q€ O, agjit”(Q) é non decrescente nella t ed
rischio esiste P-q.c. il limite of'" (Q) :==sup, aJ'"(Q) < af™(Q) < +o00.

Marco Tarsia

Definizione (Prevedibile accettabilita)

Una X € L*°(P) é prevedibilmente accettabile se esiste una (X¢),
limitata in L>°(P) con X; € Ao per ogni t €T e che converga
P-q.c. con lim; X; < X.

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio
Sicurezza asintotica e precisione asintotica

Miswe — Nota: per ogni Q€ O, agjit”(Q) é non decrescente nella t ed
rischio esiste P-q.c. il limite of'" (Q) :==sup, aJ'"(Q) < af™(Q) < +o00.

Marco Tarsia

Definizione (Prevedibile accettabilita)
Una X € L*°(P) é prevedibilmente accettabile se esiste una (X¢),

limitata in L>°(P) con X; € Ao per ogni t €T e che converga
P-q.c. con lim; X; < X. Denotiamo Ag . I'insieme di tali X.

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Sicurezza asintotica e precisione asintotica

Miswe — Nota: per ogni Q€ O, agjit”(Q) é non decrescente nella t ed
rischio esiste P-q.c. il limite of'" (Q) :==sup, aJ'"(Q) < af™(Q) < +o00.

Marco Tarsia

Definizione (Prevedibile accettabilita)

Una X € L*°(P) é prevedibilmente accettabile se esiste una (X¢),
limitata in L>°(P) con X; € Ao per ogni t €T e che converga
P-q.c. con lim; X; < X. Denotiamo Ag . I'insieme di tali X.

Nota: vale L?(P) € Ag o C Ao.

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Sicurezza asintotica e precisione asintotica

Miswe — Nota: per ogni Q€ O, agjit”(Q) é non decrescente nella t ed
rischio esiste P-q.c. il limite of'" (Q) :==sup, aJ'"(Q) < af™(Q) < +o00.

Marco Tarsia
Definizione (Prevedibile accettabilita)
Una X € L*°(P) é prevedibilmente accettabile se esiste una (X¢),
limitata in L>°(P) con X; € Ao per ogni t €T e che converga
P-q.c. con lim; X; < X. Denotiamo Ag . I'insieme di tali X.

Nota: vale L?(P) € Ag o C Ao.

Misure Teorema (di caratterizzazione della sicurezza asintotica)
convesse

yesse . ) ) .
condizionali (pt), € asintoticamente sicura se e solo se Ay, 2 Ao, o anche:
di rischio

[ A € LZ(P)
teT

V.
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Sicurezza asintotica e precisione asintotica

Miswe — Nota: per ogni Q€ O, agjit”(Q) é non decrescente nella t ed
rischio esiste P-q.c. il limite of'" (Q) :==sup, aJ'"(Q) < af™(Q) < +o00.

Marco Tarsia
Definizione (Prevedibile accettabilita)
Una X € L*°(P) é prevedibilmente accettabile se esiste una (X¢),
limitata in L>°(P) con X; € Ao per ogni t €T e che converga
P-q.c. con lim; X; < X. Denotiamo Ag . I'insieme di tali X.

Nota: vale L?(P) € Ag o C Ao.

Misure Teorema (di caratterizzazione della sicurezza asintotica)
convesse

yesse . ) ) .
condizionali (pt), € asintoticamente sicura se e solo se Ay, 2 Ao, o anche:
di rischio

[ A € LT(P) & af() = af™(-)
teT

V.
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Sicurezza asintotica e precisione asintotica

Miswe — Nota: per ogni Q€ O, agjit”(Q) é non decrescente nella t ed
rischio esiste P-q.c. il limite of'" (Q) :==sup, aJ'"(Q) < af™(Q) < +o00.

Marco Tarsia
Definizione (Prevedibile accettabilita)
Una X € L*°(P) é prevedibilmente accettabile se esiste una (X¢),
limitata in L>°(P) con X; € Ao per ogni t €T e che converga
P-q.c. con lim; X; < X. Denotiamo Ag . I'insieme di tali X.

Nota: vale L?(P) € Ag o C Ao.

Misure Teorema (di caratterizzazione della sicurezza asintotica)
convesse

yesse . . ) .
condizionali (pt), € asintoticamente sicura se e solo se Ay, 2 Ao, o anche:
di rischio

() At CLZ(P) & afin(-) = af™(+) & agin(-) =0.
teT

4
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Un esempio conclusivo: la misura dinamica entropica di rischio

Misure

convesse di Esempio (la misura dinamica entropica di rischio di par. 7)

rischio

Scegliamo v > 0 e, come funzione di utilita (normalizzata), la
mappa u(x) =1—e 7% xeR.

Marco Tarsia

Teoria
assiomatica
delle misure
convesse di
rischio

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Un esempio conclusivo: la misura dinamica entropica di rischio

Misure

convesse di Esempio (la misura dinamica entropica di rischio di par. 7)

rischio

Scegliamo v > 0 e, come funzione di utilita (normalizzata), la
mappa u(x) =1 — e 7%, x € R. Fissiamo inoltre t € T .

Marco Tarsia

Teoria
assiomatica
delle misure
convesse di
rischio

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

4
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Un esempio conclusivo: la misura dinamica entropica di rischio

Misure
convesse di
rischio

Esempio (la misura dinamica entropica di rischio di par. 7)

Scegliamo v > 0 e, come funzione di utilita (normalizzata), la
mappa u(x) =1 — e 7%, x € R. Fissiamo inoltre t € T .
L'utilita condizionale attesa di X € L°°(P) al tempo t & quindi
Ue(X) = EP[u(X)| 7] = 1—EP[e"X|F] € L(P).

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

4
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Misure
convesse di
rischio

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia

Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Un esempio conclusivo: la misura dinamica entropica di rischio

Esempio (la misura dinamica entropica di rischio di par. 7)
Scegliamo v > 0 e, come funzione di utilita (normalizzata), la
mappa u(x) =1 — e 7%, x € R. Fissiamo inoltre t € T .

L'utilita condizionale attesa di X € L°°(P) al tempo t & quindi
Ue(X) = EP[u(X)|F:] = 1—EP[e™"X| Fi] € LS°(P). Definiamo

A= {X | U(X) > U(0) ) = {Xe L(P) ‘ EP[e | F,] < 1} .

4
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Misure
convesse di
rischio

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

Marco Tarsia

Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Un esempio conclusivo: la misura dinamica entropica di rischio

Esempio (la misura dinamica entropica di rischio di par. 7)

Scegliamo v > 0 e, come funzione di utilita (normalizzata), la
mappa u(x) =1 — e 7%, x € R. Fissiamo inoltre t € T .
L'utilita condizionale attesa di X € L*°(P) al tempo t & quindi
Ue(X) = EP[u(X)|F:] = 1—EP[e™"X| Fi] € LS°(P). Definiamo
Ac={X | U(X) 2 U0)} = { X € L(P) | EP[e | Fi] <1 .
Allora la mappa ps: L°(P) — L3°(P) definita ponendo
- : _ E Pr_ —X 00
pt(X)—eSS|nf{...}—7|ogE [e” 7| Fe], XelLl>™(P),

& una misura convessa condizionale di rischio al tempo t con
insieme di accettazione A; e che possiede la proprieta di Fatou.

v
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio
Un esempio conclusivo: la misura dinamica entropica di rischio

Misure . . . . . P . .
convesse di Esempio (la misura dinamica entropica di rischio di par. )

rischio

La sua minima funzione di penalita &, per ogni Q € P;,

Marco Tarsia

eoria i 1
;rssiomatica Oz;nm(Q) = eSSSUp {EQ[_X‘ft] - Iog EP[ei’YX“Ft]}
oo XEL=(P) K
rischio
Esempi

notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

y
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Un esempio conclusivo: la misura dinamica entropica di rischio

Misure

convesse di Esempio (la misura dinamica entropica di rischio di par. )

rischio

La sua minima funzione di penalita &, per ogni Q € P;,

Marco Tarsia

eoria H 1 Y
;rssiomaﬁca OZTm(Q) = €SS SIJp {EQ[_X ‘ff] - |Og EP[ei /X‘ft]}'
Comeense i XeL=(P) K

rischio

Esempi Per ogni t € T e Q € P, indichiamo Z; := % =EP[ 3| 7).

notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio

y

Marco Tarsia (Universita di Pisa) Misure convesse di rischio 04/05/2018 35 /37



e di Esempio (la misura dinamica entropica di rischio di par. )

convesse di
rischio

Marco Tarsia

aM"(Q) = esssup

Per ogni t €T e Q € P, indichiamo Z;:
Ricordiamo che I'entropia relativa .Ft—cond/zmna/e di Q dato P ¢

Misure -~
convesse Ht(Q | P)E
condizionali

e dinamiche
di rischio

XeL=(P)

[1{2t>0} Z, Iog ‘ft}

La sua minima funzione di penalita &, per ogni Q € P;,

{EQ-X|7] - = |og EP[e | R}

dQlr) _ EP[dQ |ft]

T d(Plr)

[]l{zt>0} IOgZZ:‘]:t]

Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Un esempio conclusivo: la misura dinamica entropica di rischio

y

Marco Tarsia (Universita di Pisa)

Misure convesse di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Un esempio conclusivo: la misura dinamica entropica di rischio

Misure

convesse di Esempio (la misura dinamica entropica di rischio di par. )

rischio

La sua minima funzione di penalita &, per ogni Q € P;,

Marco Tarsia

a™"(Q) = Xesis%g){EQ[ X|Fe] = = |0g EP[e | F, ]}
E o0

Per ogni t € T e Q € P, indichiamo Z; := dEgJﬁ; EP[dQ !]—"t]
Ricordiamo che I'entropia relativa F;-condizionale di Q dato P ¢

Misure 'y ZT
convesse Ht(Q | P)E []l{Zt>0} IOg ‘ft:| |:Jl{zt>0} Iogi‘ft} ’
co(;\_dmo_nahh Z Zt

di rischio

Cosi, perognit €T e Q € Py, m'”(Q):%/flt(Q | P) e dunque

0'={QeP°|HQ|P)<+oo} # 0.
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Un esempio conclusivo: la misura dinamica entropica di rischio

Misure . . . . . .. . .
convesse di  Esempio (la misura dinamica entropica di rischio di par. )

rischio

Marco Tarsia DI COnseguenza, perogni t € T, X € L*°(P) e Q € OF,

Teoria

assiomatica \/Q(X)
delle misure t
convesse di

rischio

_ i{logEP[eva] + AP}

Esempi
notevoli di
misure
convesse di
rischio

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Un esempio conclusivo: la misura dinamica entropica di rischio

Misure

convesse di  Esempio (la misura dinamica entropica di rischio di par. )

rischio

Di conseguenza, perognit € 7, X € L*(P) e Q € OQF,

Marco Tarsia

VR(X) = - {log EP[e™X | 7] + F(Q| P) }.

1
Y
Poi (pt);cT € consistente rispetto al tempo in quanto, per ogni

X € L®(P), pe(X) = L log EP [ev{% log E°[e™7X| Fesal } 7).

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Un esempio conclusivo: la misura dinamica entropica di rischio

Misure

convesse di  Esempio (la misura dinamica entropica di rischio di par. )

rischio

Di conseguenza, perognit € 7, X € L*(P) e Q € OQF,

Marco Tarsia

VO(X) {log EP[e X | F] + H(Q| P)}.

1
B!
Poi (pt);cT € consistente rispetto al tempo in quanto, per ogni
X € L®(P), pe(X) = L log EP [eW{% o E”le |7l } 7).
Per T =+00, (pt), € anche asintoticamente precisa.

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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Misure convesse condizionali e dinamiche di rischio

Un esempio conclusivo: la misura dinamica entropica di rischio

Misure . . . . . .. . .
convesse di  Esempio (la misura dinamica entropica di rischio di par. )

rischio

Marco Tarsia DI conseguenza, per ognit € 7, X € L*°(P) e Q € O,

VO(X) {log EP[e X | F] + H(Q| P)}.

1
B!
Poi (pt);cT € consistente rispetto al tempo in quanto, per ogni
X € L®(P), pe(X) = L log EP [eV{% o E”le |7l } 7).
Per T =+00, (pt), € anche asintoticamente precisa.

Misure

convesse

co(;\_dizio_n::]li Teorema

€ dinamiche

 dinam . .

ot (VtQ(X))teT € una Q-IF-martingala se e solo se Q = PX dove

dPX/dP = e 7%/ EP[e77X].

v
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Fine

RVARTARS

Misure

convesse di
rischio Grazie per l'attenzione!

Marco Tarsia

Misure
convesse
condizionali
e dinamiche
di rischio
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