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Teorema (Teorema di Immersione di Skorohod)

Sia X una variabile aleatoria reale centrata e di quadrato integrabile: allora esistono uno spazio
di probabilita (', 7', P’), una variabile aleatoria Y su Q' e un moto Browniano B= (B})>q su Q'
tali che B sia indipendente da Y e tali che, considerata la filtrazione F := (F¢)¢>o su Q' dove
Fr=0(Y, (Bs)o<s<t) perognit > 0, esista un tempo d'arresto  rispetto aF finito g.c. con

B, £X e E[]=Var[X].

Corollario

Sia (Xn)nen una successione di variabili aleatorie reali i.i.d. centrate e di quadrato integrabili,
sia Sp:=Xy + - - - + Xn per ogni n € N: allora, su un opportuno spazio di probabilita, esistono un
moto Browniano B=(B;)>q, una filtrazione F = (F;)+>o ed una successione di tempi d'arresto
(7n)nen, rispetto a T finiti g.c. con .

T()Z:OSﬁ STgS...

)

tali che (tn — Th—1)nen Sia una successione di variabili aleatorie reali i.i.d. non negative con

E[r]=Var[X;] e (B:,)nen = (Sn)nen -
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—
—

(omogeneita) ¥V s > 0, (Bt s — Bs)t>0 € un moto Browniano;

—
N

(scaling) V X # 0, (A1 By2;)t>0 € un moto Browniano;
(simmetria) —B e un moto Browniano;

(specularita) se L e un’applicazione reale dispari su R, allora
limsup;_, ., L(Bt) < I se, e solo se, liminf;_, L(Bt) > —I;

—
w
= = = =

=
~

(5) Esercizio. ((B)% — t)i>0 € una martingala.
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(5) Esercizio. ((B)% — t)i>0 € una martingala.

Massimo Corrente: sup By (T >0)
0<t<T
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(5) Esercizio. ((B)% — t)i>0 € una martingala.

Massimo Corrente: sup By (T >0)
0<t<T

Teorema (Proprieta forte di Markov)

Sia B=(Bt)¢>0 un moto Browniano e sia T un tempo d’arresto rispetto a o(B) finito qg.c. : allora
(Bt++ — Br)i>0 € un moto Browniano, e inoltre & indipendente da F .
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P[T /2 sup

B; > a] = 2P[B; > a]
0<t<T

(a, T >0)
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lim supﬂ =0 g.c ( lim Bt =0 gq.c)
t—oo L t—oo t
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. B
lim sup B =0 gq.c. ( lim ==
tsoo L t—o0

=0 gq.c
: q.c.)
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. B
lim sup B =0 gq.c. ( lim ==
tsoo L t—o0

=0 gq.c
: q.c.)

lim sup B _ o g.c
t—oo \/? -
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) B . B
lim sup =0 g.c. ( lim ==
t—oo L t—o0

; =0 g.c)

imsup 2t — o0 g.c
t—oo \/? -
limsupB; =00 g.c. (liminf B = —co gq.c.)
t— 00 t—oo
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Proposizione

Sia B=(Bt)t>0 un moto Browniano: allora, per ogni u<0<v, 7y v:=inf{t > 0: B; € {u,v}} é

un tempo d’arresto rispetto a o(B) finito q.c. tale che

P[BTuv: U] = ! ) P[B‘l’uv: V] = 4
. V—u : V—u

e E[Tuyv] = —uv

Lemma

Sia pu una probabilita suR con [, p(dx) x = 0 e o® = [, u(dx) X2 <co: allora esiste una
probabilita ¥ =19, su (—o0,0)x [0, o) tale che

= /( B COIG

per cui in particolare o = — f(_oo 0)x[0,00) d(d(u,v))uv.

5u + 5v) )
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E[r] = Var[X] (= E[X?]) J
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E[r] = Var[X] (= E[X?])

H(t,w) = (Lj0,r)(t, w) =1[g,7(w) (1) = Lo<t<r}(w)

(7 finito g.c.)
E[/O<>o H2ds] =E[r] (H€ M? & E[7] < o0)
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E[1(p,—1}1X05 - -+, Xn—1] =

Xn—I - fn(Xo, coo 7Xn—17 _1)
f"(XO7' ~-7Xn—171) - f"(XO7-~-7Xn—17_1)
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Definizione (Modello Binario)

Una martingala (Xn)nen, @ tempi discreti e nulla in zero & un modello binario se esiste una
successione (Dn)nen di variabili aleatorie reali a valori in {—1, 1}, ed esistono applicazioni
fa: R™ x {—1,1} — R misurabili crescenti per ogni n € N, tali che

Xn="1n(Xo,---,Xn_1,Dn) perognin € N.

an‘l — fn(X07 ‘e '7XI771 ) _1)
fn(XOa---7Xn71»1) - fn(XOa---7Xn717_1)

E[1;p,—1}X0s-- s Xn—1] =

Proposizione
Sia X una variabile aleatoria reale centrata e di quadrato integrabile: allora esiste un modello

2
binario di quadrato integrabile (Xn)nen, tale che Xp q'ﬂ' X.
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Teorema
Sia (Xn)nen, un modello binario e sia B=(Bt)>o un moto Browniano: allora esistono tempi
darresto 79:=0 < 74 < 1 < ... rispetto a o(B) finiti q.c. tali che

(Xn)nen, = (Bry)nen, econ E[r;] = Var[Xp] perognine Np .

2
Se inoltre Xn q'ﬂ' X, allora T =SUPpe, n é finito q.c. tale che E[r] = E[X?] e X £ B-.

Corollario (Teorema di Immersione di Skorohod)

Sia X una variabile aleatoria reale centrata e di quadrato integrabile e sia B=(Bt)>o un moto
Browniano: allora esiste un tempo d’arresto T rispetto a o(B) finito q.c. tale per cui

B, £X e E[]=Var[X].
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