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Calcolo differenziale per funzioni di piu variabili

RicHiAMI DI TEORIA

Sia Q C R%x y) un insieme a parte interna non vuota, ovvero con int 2 # (), sia (zg,yo) € int Q e sia

f: ©Q — R una funzione scalare definita su €. La funzione f & continua nel punto (xg,yo) se

lim  f(z,y) = f(z0,%0)
(z,y)—(x0,y0)

o equivalentemente se, per ogni ¥ € [0, 2n[, risulta lim, o f(zo + pcos¥,yo + psindd) = f(xo,yo).
La funzione f ammette derivata parziale rispetto alla x nel punto (xo,yo) se esiste finito il limite

9 _
(%(xo, Yo) = fa(w0,90) = 213(1) foot s,yoi f(z0,%0)

= %f(xvyﬂ)

T=x0
e, analogamente, f ammette derivata parziale rispetto alla y nel punto (xg,yo) se esiste finito il limite

0 - d
85(.%0, yo) = fy(xo’yo) = %g% f(x()a Yo + ti f(x(), yo) _ 7y

f(zo, y)‘

Y=Yo0

d
ed in tal caso il gradiente di f nel punto (zo,yo) & il vettore Df(zo, 7o) di R? = R?*! dato da

.
Do, ) = ¥ Fla,0) = (G0, 90), 5 0, 0))

Piu in generale, assegnati ¥ € [0, 27] ed il corrispondente versore v = (u, U)TE (cos ¥, sin 19)T di R?,
f ammette derivata in direzione v nel punto (xg,yo) se esiste finito il limite

g({l}o’ yo) = lim f(CCO + U, Yo + T'U) - f(a"anO) = lim f(ﬂfo + TCOSI97yO + TSiIl’l9) - f(CCOﬂUO)

ov -0 r r—0 r

e cosi, considerati e! = (1,0)T e e? = (0, 1)T, & %(xg,yo) = %(l‘o,yo) e %(mo,yo) = %(mo,yo).

La funzione f ¢ differenziabile nel punto (o, yo) se esiste un funzionale lineare L = L, (5 o) : R? - R
chiamato differenziale di f nel punto (xo,yo) tale che, per (s,t) — 0 = (0,0),

(o + 5,90 +1) = f(w0,90) + Lls,t) + o([[(s:£) )
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cioé se risulta

li 4 @0+ 8,50 +1) — f(wo,y0) — L(s, )
(s,6)=0 Vs? 4 t2
(Videntita o(s, t) = o(B(s,t)) per (s, t) — (so,to) sta a significare infatti (Egg — 0 per (s,t) — (so,t0)).
Se f & differenziabile nel punto (xo,yo), allora un funzionale L siffatto & unico e viene denotato

=0

L =df(zo,0)-

Inoltre nel punto (xg,yp) la funzione f & continua ed ammette entrambe le derivate parziali, e la
matrice-vettore 1 x 2 associata a df(xo,yo) rispetto alla base canonica { el, e’ } di R? coincide con
grad f(xo,y0) = Df(xg,y0)": pertanto, la condizione di differenziabilita di f nel punto (xg,%o) diventa

i F(xo + 5,50 + 1) = f(wo,90) — 5 5L (20, y0) — t 5L (20, 90)

(s,t)—0 V&2 +t2

Sempre se f ¢ differenziabile nel punto (zg, yp), allora f ammette ogni derivata direzionale in (xg, yo)
e piu precisamente, per ogni versore v = (u,v) = (cosd,sin 19)T di R2, dove ¥ € [0, 27],

=0.

%(Jfo, Yo) = Df(zo,y0) v = U%(fﬁo, Yo) +v 25(560, Yo) = 00319%(530, Yo) + Sinﬁgz(wo’ Yo)-

Se Q ¢ aperto in R?, allora: f & continua su 2 se f & continua in ogni punto (g, yo) di €; f ammette
derivate parziali su € se f ammette le due derivate parziali in ogni punto (xg,yo) di Q; f & differenziabile
su Q se f ¢ differenziabile in ogni punto (zg,yo) di Q.

Se f ammette derivate parziali su tutto un intorno aperto A C Q del punto (xg,yo) e se queste sono
continue in (zg,yp), allora f ¢ differenziabile in (z,yo) stesso (teorema del differenziale totale).

Se ancora f ammette derivate parziali su un intorno aperto A C Q di (xg,yo) e se queste ammettono
a loro volta derivate parziali su tutto un intorno aperto U C A di (zo, yo), allora vengono ivi denotate

o*f . 0 (0f O*f . 0 (Of O*f . 0 (of 0*f . 9 (0f
@:%(%)’ ayﬁx:@(%)’ Gxﬁy:%(ﬁiy)’ 87y2:87y<87y)

. 9%f 02 f . . .. . . .
Se pol 5.4~ € 7.5, sono continue in (2o, yo), allora esse coincidono in (9, yo) (teorema di Schwartz):

P (w0r0) = 2L (w0, 30)
Do 0, Y0 _axay 0,Y0)-

Pit in generale, dato k € N, f puo ammettere le derivate parziali in (xg, yo) fino all’ordine & ed in tale
situazione, se (2 & aperto in R? e se su tutto {2 la funzione f & continua ed é derivabile con continuita fino
all'ordine k, allora f ¢ di classe C* = C*(Q;R) ed inoltre vien posto C® = C® (4 R) = oy CF (4 R).

Per funzioni aventi pitt di due variabili reali e a valori reali, o quindi a valori vettoriali, tutto questo
puo esser generalizzato nel modo naturale e ben noto.

Calcolo differenziale per funzioni di piu variabili

ESERCIZI CON SVOLGIMENTO
Esercizio 1. Trovare una funzione scalare definita su tutto R? ma non continua in alcun punto.

Svolgimento. Basta considerare la seguente estensione della funzione di Dirichlet: per ogni (x,y) € R?,

1, sexeQeyeQ,
0, sex¢Qoy¢Q.

Lo2(z,y) = { O
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Esercizio 2. Sia f: R?\ {0} — R omogenea di grado zero nel senso che, per ogni (z,y) € R\ {0} e
per ogni A € ]0, +o0,
fFQx, Ay) = f(z,y).

Dimostrare che, se f non é costante, allora non puo esistere il limite di f(z,y) per (z,y) — 0.

Svolgimento. Supponiamo che esista il limite di f(z,y) per (z,y) — 0. Allora, per ogni A € ]0, +oo[ ed
ogni ¥ € [0,2x][, & f(pcos?d, psind) = f(Acosd, Asind}) per ogni p € |0, +oo[ grazie all'ipotesi e quindi

lim f(z,y) =lim f(pcos¥, psind) = f(Acos?, Asind})
(z,y)—0 P40

da cui necessariamente f dev’esser costante su tutto R\ {0 }. O

Esercizio 3. Mostrare che, per funzioni scalari di due variabli reali che siano sufficientemente lisce,
sussiste 'ortogonalita del proprio gradiente rispetto alle proprie curve di livello regolari.

Svolgimento. Sia © C R? un aperto non vuoto e sia f: £ — R una funzione che ammette derivate
parziali su §2. Sia ¢ € R e supponiamo che la curva di livello ¢ di f coincida col sostegno di una curva
regolare ¢ € C*(]a, b[; R?) (per opportuni a,b € R con a < b): in simboli, ¢'(t) # 0 per ogni t € Ja,b[ e

p(la, b)) = f7(c) = {(z,y) € Q| f(z,y) = c}.

Allora (f o @)‘}a’b[ € C1(Ja,b[;R) in quanto anzi vale identicamente c e cosi, per ogni t € ]a, b,

0= % 7(e(1)) = D (e(t) - /(1)
ovvero appunto Df(¢(t)) e ¢'(t) sono ortogonali in R2. O

Esercizio 4. Sia g € C1(]0,+c[;R) esia f = f,: R\ {0} — R la funzione radiale corrispondente
definita ponendo, per ogni (z,y) € R2\ {0},

flz,y) = g(vVa2 +y?).

Dimostrare che:

(1) £ ¢édiclasse C! e, per ogni (x,y) € R2\ {0},

g(Va*+y?)

Df(z,y) = ()"

(2) se f(xay) = \/aclegﬂ’ allora Df(:E’y) = —W(ZE,Z/)T;

(3) se f(x.y) = log(a? + y2), allora Df (z,y) = 22 (a,y)".

Svolgimento. (1) Se h: R2\ {0} — ]0, +oo] & la funzione definita ponendo, per ogni (z,y) € R?\ {0},
h(z,y) = /22 + 42, allora h ¢ di classe C!, tale che f = g o h ed inoltre, per ogni (z,y) € R?\ {0},

1

-
Dh(z,y) = ﬁ(x,y) )
Ve +y
(2) Se in particolare, per ogni p > 0, g(p) = %, allora ¢'(p) = —piz,
(3) Se in particolare, per ogni p > 0, g(p) = log p? = 2log p, allora ¢'(p) = %, 0
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Esercizio 5. Sia f: R? — R la funzione di classe C™ definita ponendo, per ogni (x,%) € R2,
f(z,y) =1+ €"siny.

Per ogni (0, 10) € R?, scrivere:

(1) il gradiente di f in (zo,yo);

(2) la derivata in direzione v = (%, %)T in (zo,yo) e, quindi, particolarizzarla per (xo,y0) = (1, 7);

(3) T'equazione del piano tangente alla superficie grafico di z = f(x,y) nel punto (xq, yo, f(z0,y0)) € R?
e, quindi, particolarizzarla per (xo,y0) = (1, 7).

Svolgimento. (1) Df(zq,y0) = € (sinyo, cosyo)"
(2) (20, 90) = Df(w0,10) - v = Ze® sinyg + Fe0 cosyp e, quindi, §L(1,7) = —Le.

(3) 2 = f(0,%0) + Df(x0,50) - (& — 0,y — yo) " = 14 €™ siny + e sin yo (x — z0) + €™ cos yo (¥ — o)
e quindi, per (xg,yo) = (1,7), z =1+ e(m — y). O

Esercizio 6. (a) Sia f: R? — R la funzione definita ponendo, per ogni (x,y) € R?,

2 2
foy) — 4 () s @) #0
0 e (,5) = 0.

Verificare che f non € continua nell’origine ma che vi ammette ogni derivata direzionale.
(b) Sia f: R? — R la funzione definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,
%y
floy) = P2 S (z,y) # 0,
0, se (z,y) = 0.

Verificare che nell’origine f é continua ed ammette ogni derivata direzionale ma che, per ogni versore
veR?\ {e',e?}, risulta g—i(0,0) #Df(0,0) - v.

Svolgimento. (a) La f non & continua nell’origine ad esempio perché, per ogni z € R\{ 0}, f(z,2?) = %,
ma vi ammette ogni derivata direzionale perché, per ogni versore v = (u, U)T diR? e per ognir € R\{ 0},
flru,rv) rutv? of

= - 0= —
r (r2ut + v2)? ov

(0,0) perr —0.

(b) La f ¢ continua nell’origine ad esempio perché, per ogni (z,7) € R? con z # 0 e y # 0,
2?y|
|y
e vi ammette ogni derivata direzionale perché, per ogni versore v = (u, v)T di R? e per ogni 7 € R\ {0},

flru,rv) _ o Of
— uv:%(0,0)

|f(x,y)| <

=|z| =0 per (z,y) =0

ma quindi, in particolare, Df(0,0) = 0. O

Esercizio 7. (a) Sia ¢ € R e sia ug € C'(R,;R). Dimostrare che esiste una ed una sola funzione
U= Uy, € CF (R%t ) R) con u(0,-) = ug( ) che sia soluzione dell’equazione del trasporto

9y )+

ou
— = R?
N co-(t,x) =0, (t,x) R,

ox

e che precisamente, per ogni (¢,7) € R?, u(t, z) = ug(z — ct).

4
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(b) Sia u: ]R%x iad la funzione definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,

u(x,y) = e®siny + cosxsinhy + 1.
Verificare che u ¢ una funzione armonica nel senso che u & di classe C? e soddisfa I’equazione di Laplace

0%u 0%u
A = — — = RZ.
u@y) = G5l y) + 5 5wy =0, (5y) €

(c) Sia u:]0,4o00[, x Ry = R il nucleo di Green definito ponendo, per ogni (¢, z) € |0, +o0o[ x R,
2

u(t,x) = \/Qlﬁexp (— i—t)

Dimostrare che u verifica 1'equazione del calore (o di Fourier)

ou 0%*u
E(tx)*@(twr) =0, (t,CC) 6]07+OO[X]R'

(d) Sianoc € R, a, B € C*(Ry;R) esiau = ug o 5 € C%(R?

(t.2)5 R) definita ponendo, per ogni (¢, z) € R?
u(t,x) = a(z — ct) + B(z + ct).
Dimostrare che u verifica 1'equazione delle onde (o di D’Alembert)

0%u 0%u
@(LI’)—CZ@(t,w) :07 (t,x) GRQ

Svolgimento. (a) Sia u = ucy,: R? — R definita ponendo, per ogni (¢,z) € R?, u(t,z) = ug(x — ct).
Allora chiaramente u & di classe C! con u(0,-) = ug(-) e tale che, per ogni (¢,z) € R?,

{%‘Z(t,x) = —cug(z — ct)
%(t,x) = ug(z — ct).

Viceversa, sia u = Uy, € C1(R?; R) una soluzione del sistema differenziale del prim’ordine

{%{(t,m) +edu(t,z) =0, (t,x)€R?

u(0, ) = up(z), xz € R.
Di conseguenza, considerato il versore v = \/11_7(1, C)T di R? abbiamo che, per ogni (¢, z) € R?,
ou (1,0)7

—(t,x) =Du(t,xr) - —=—== =0

g0 =DM

o equivalentemente, per ogni ¢ € R, la funzione u ¢ costante su tutta la retta { (t,z) € R? | r=ct+q }
e cioé esiste una funzione v: R — R tale che, per ogni (t,2) € R?, u(t,x) = v(x — ct). A questo punto
u & di classe C! su R? se e solo se v & di classe C' su R ed infine, necessariamente, v = ug.

(b) Basta dimostrare che le due funzioni uy,us € C*°(R?;R) definite ponendo, per ogni (x,y) € R2,
ui(z,y) = €“siny e wuy(x,y) =coszsinhy

soddisfino separatamente 1'equazione di Laplace. Ma infatti Duy (2, y) = e*(siny, cosy)" e quindi

T (x,y) = " siny
%2;21 (z,y) = —€e"siny

5
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cosi come Dug(z,y) = (— sinz sinh y, cos x cosh y)T e quindi

2 .
88;‘22 (z,y) = —cosxsinhy

2 .
%;‘22 (z,y) = coszsinhy.

(c) Per ogni (t,z) € ]0,4+00[ x R, %(f,l‘) = —gu(t,r) e quindi
[ ] (t,z) = ?;Z(t,:r).
(d) Per ogni (t,z) € R?, Du(t,z) = (c[—d/(z — ct) + B'(z + ct)], &/ (x — ct) + B/ (z + ct))T e quindi

82U " 1" 82u
W(t,x}zg[a (x—ct)+ " (z+ct)] = ai(t ). =
(z,

Esercizio 8. Sia f: R? — R la funzione definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,

4 o2
ro = [ e ) £0
’ 0, se (z,y) = 0.
Verificare che f & continua su R2.

Svolgimento. La funzione f ¢ ben definita ed inoltre ¢ continua su R? \ { 0 }, dunque la tesi ¢ che f sia
continua nell’origine. Dimostriamo dunque che, per ogni 9 € [0, 27|,

lim f(pcos¥, psindd) = 0.
P40

Visto che f(0,- )}R = 0, possiamo supporre ¥ ¢ { %71'7 %7‘(‘ } e cosi

pcosV|p?cos® ¥ +sind(1 — psind)]
cos | + psin?
p[p? cos® ¥ + sin (1 — psind)]
- sgn(cos ) + psin® ¥/cos

f(pcos®, psind) =

— 0 perpl0. 0

Esercizio 9. Sia f: R? — R la funzione definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,

1—cos ¢/zy) log(1+|z
Fagy = | e @) #0
0, se (z,y) =0.

Verificare che nell’origine f € continua, ammette derivate parziali ed é differenziabile.

Svolgimento. Osserviamo anzitutto che f > 0 su tutto R? e che, per (z,y) — 0,
1 2
(5@9) +o(ay) ) (|29] + o))
1 2 5
= 5 (zy)3 eyl +o((zy)®).

(1 = cos {/zy) log(1 + |xy])

2
Quindi f ¢ continua in 0 poiché, sempre per (z,y) — 0,
0< f(=, y)
_ (@)ifey] +o((@y)?)
Ty
= (29) sgn(xy) + o((7y)?)
< (ay)% +o((ay)3) =0 per (@,y) = 0.

6
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La derivabilita parziale di f in 0 risulta immediata dal fatto che f(- ’O)|R = f(0,- )‘R =0 da cui
Df(0,0)=0
e pertanto la differenziabilita di f in 0 si riduce a dimostrare che

lim f(z,y)

(2,y)=0 /22 + 12

Con questo scopo basta scrivere che, per ogni (z,y) = (pcos?, psind) dove p | 0 e ¥ € [0, 27,

fz,y)
Vit P
_ (@) +o((@y)})
VT
(cosﬁsinﬁ)% + o(p%)
p
:p%(cosﬁsm'ﬁ)% (pé) —0 perpl0.

=0.

0<

win

4
3

P

In alternativa, senza passare alle coordinate polari,

)

win

NG N 7 LR (C2)

Va4 VALl

Esercizio 10. Sia f: R? — R la funzione definita ponendo, per ogni (x,y) € R?,

= \a:y|é + 0(|my]%) — 0 per (z,y) — 0.

17exp((x+y)2) 9
fag) ={ —amr o eTE oV

0, se x = —y°.
Verificare che f non ¢ continua nell’origine (nonostante vi ammetta le due derivate parziali).
Svolgimento. Per ogni p | 0 e ¥ € [0,2n][ tali che cos ¥ + psin? 1) # 0,

1 —exp(p?(1 + 2cosVUsind))
p(cos ¥ + psin? )
—p(1 4 2cos¥sind?) + o(p)

f(pcos¥, psind) =

cos¥ + psin? ¥

e cosi, se ¥ € { %71', %71' }, allora f(0, psind) = - ﬂ +o(l)=—-140(1) > —1#0 per p 0.
Osserviamo in effetti che, procedendo in modo equivalente ma piu diretto,

1—ev

— —1.
y2

y—0

f(0,y) =
Esercizio 11. Sia f: R?> — R la funzione definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,

f(m,y):{my eXp( | )7 se T # Y,

0, se x =y.
Verificare che nell’origine f ¢ continua ed ammette derivate parziali, ma che non ¢é differenziabile.

7
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Svolgimento. La continuita di f in 0 ¢ immediata in quanto, per ogni p | 0 e ¥ € [0, 27] \ { iﬂ', gﬂ' },

cos ¥ sin cos
)
Flpcosd, psind) pcosz?—smﬁeXp cos ¥ — sin wO
e pure la derivabilita di f in 0, visto che f( -, 0)‘]R = f(0,- )‘R =0, da cui
D£(0,0) = 0.

A riguardo infine della differenziabilita di f in 0, tuttavia, per ogni p | 0 ¢ 9 € [0,27[\ { 3m, 2},

cosVsin v <_‘ cos v D

1
- 9, psin ) = VSV
pf(pcos psind) cos9 —sind P

il quale & # 0 in generale. O
Esercizio 12. Sia g € C°(R;R) esia f = f,: R? — R la funzione definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,
sin 22 —sin y?
flx,y) = {g@iy = z i zj

Dimostrare che:

(1) f é continua nell’origine se e solo se g(0) = 0;

(2) f ¢é continua su R? se e solo se g(z) = 2xcos 22, x € R;

(3) f ammette derivate parziali nell’origine, ma in generale non ¢ ivi differenziabile.
Svolgimento. (1) Basta calcolare che, per ogni (z,y) — 0 con = # v,

(952 + 0(952)) — (y2 + 0(y2))

r—y

2 2
:x+y+o(xijz(y)—>0 per (z,y) — 0.

f(x,y) =

(2) Fissati h € C1(R;R) e a € R, e per ogni (z,y) — 0 con x # y,

Ma+x)—hlat+y)  Wla+y)(x—y)+olr—yl)

(@ +2) —(a+y) T—y

=h(a+y)+ ollz = yl) — W (a) per (z,y) =0
-y
e cosi, per ogni a € R, f(a+xz,a+y) — g(a) per (z,y) — 0 se e solo se g(a) = h'(a) dove h(a) = sina?.
(8) Per ogni x € R\ {0}, f(z,0) = % e quindi %(0,0) = %f(a:,O)‘wzo = 1. Analfo(galgnente
zy)—z—y

/2 +y2

2—5(0, 0) = 1 e tuttavia, pur supponendo che g(0) = 0, non esiste in generale il lim, ,)_,o

Infatti, per ogni (z,y) — 0 con z # y,

flx,y)—z—y _ 0(1:2) + 0(92) — 0 per (z,y) =0

Va?+y? (z —y)va? +y?

g(x)—2
V2z2

mentre invece non ¢ affatto detto che

= — 0, cio¢ che g(z)/|x| — 2sgn(z) — 0, per x — 0. O

8
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Esercizio 13. Sia o € )0, +00[ e sia f,: R? — R la funzione definita ponendo, per ogni (x,%) € R?,

exp(lzyl) =1 oo (0 0
T
0, se (z,y) = 0.

Discutere continuita, derivabilita e differenziabilita di f, nell’origine al variare di «.
Svolgimento. Per ogni p | 0 e 9 € [0, 2n],

fa(pcos®d, psindd) = p?*t|cos¥sind|* + o(p?* 1)
tende allo zero per p | 0 se e solo se a > %, ovvero f, & continua nell’origine se e solo se « > %

La derivabilita di f, in 0 sussiste invece per ogni «, visto che fq(- ,O)‘R = fa(0,- )‘R =0 e quindi
Df,(0,0) = 0. Infine, di nuovo per ogni p | 0 e ¥ € [0, 27|,

/1) falpcos®, psind) = p*@~Y]cos I sin9|* 4 o(p*@~Y)

ed allora f, ¢ differenziabile nell’origine se e solo se o > 1. O

Massimi relativi, minimi relativi e punti stazionari

RicHIAMI DI TEORIA

Sia Q C R? non vuoto, sia (zg,y0) € 2 e sia f: Q — R. Il punto (xg,y0) & di massimo relativo per
f se esiste un intorno U C R? di (g, y0) tale che, per ogni (z,y) € UN Q, risulti f(z,y) < f(zo0, o).

Analogamente (x9,%0) ¢ un punto di minimo relativo per f se esiste un intorno V' C R? di (zo, yo)
tale che, per ogni (z,y) € V N Q, risulti f(zo,y0) < f(x,y).

Supponiamo che (xg,yp) € int Q e che f sia differenziabile in (xg,y0). Se (zo,y0) € un punto di
massimo o di minimo relativo per f, allora é un punto stazionario o critico per f (teorema di Fermat):

D f(zo,y0) = 0.

Supponiamo anzi che € sia aperto in R? e che f sia di classe C? = C?(£;R). Per ogni (z,y) € , la
matrice hessiana di f in (x,y) ¢ la matrice D?f(z,y) in R?*? data da
2 2
%(w,y) ;T@(w,y)

9 f 92

D?f(r, ) = Hy(z,y) = ;
g0z @Y Hrz(y)
Jyozx oy

dove in verita afafx = a‘fgy (teorema di Schwartz). In particolare, per ogni (x,y) € Q, D®f(z,y) é una

matrice quadrata reale e simmetrica e di conseguenza i suoi due autovalori sono reali.

Osserviamo a margine che dunque D? f(z,y) = Jp (=, ) = Jpf(z,y) se Jps(x,y) denota la matrice
jacobiana di Df in (z,y), identificando Df(-,-) con la mappa € — R? tale che (u,v) — Df(u,v).

Se (x0,y0) & un punto stazionario per f, allora valgono a proposito le due seguenti proposizioni.

e Se (x0,70) ¢ un punto di massimo risp. minimo relativo per f, allora la matrice D?f(xg,y0) &
semi-definita negativa risp. positiva (i suoi due autovalori sono non positivi risp. non negativi).

e Se la matrice D f (z0,y0) & definita negativa risp. positiva (i suoi due autovalori sono negativi risp.
positivi), allora (zg,yo) ¢ un punto di massimo risp. minimo relativo per f.

9
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Se infine la matrice D?f(zq,%0) ¢ indefinita (i suoi due autovalori sono non nulli e discordi), allora
(z0,v0) & un punto di sella per f. Riassumendo, se A\_ < A, sono i due autovalori di D?f(zg, o), ossia

det (D*f (20, y0) — Al2) = X% — AtrD? f(0,50) + det D* f(wo,50) = (A=A )(A = Ay), A€ER,
allora & possibile ricondurre il tutto al segno di det D?f (x0,y0) e di tr D?f (z0,¥o0), perché appunto

det D*f (w0, y0) = A~ - Ay

tr D f (0, 50) = A- + Ay
Per funzioni scalari aventi piu di due variabili reali tutto questo puo esser generalizzato nel modo
naturale e ben noto. Per lo studio del segno degli autovalori della matrice hessiana, senz’altro piu
laborioso, conviene tener presente il seguente corollario della regola di Cartesio oppure, equivalentemente,

il cosiddetto criterio di Sylvester enunciato subito dopo.

(Ca) Sian e N\ {0}, sia (ai,...,an) € R™ e sia p, il corrispondente polinomio monico di grado n:

Pn(A) = A"+ apA"F, AeR.

k=1
Supponiamo che le n radici di p, siano tutte reali e denotiamole A\ < -+ < Apax. Allora:
(=) Amax < 0 se e solo se, per ogni k=1,...,n, & a; > 0;

(+) Amin > 0 se e solo se, per ogni k=1,...,n, ¢ (—1)kak >0 (a1 <0,a2>0,...).

(Sy) Sian € N\{0},sia A= (a;;);;—; € R"*"e perognik=1,...,n,sia Ay € R**¥ ]a sottomatrice
principale k-dimensionale di nord-ovest di A:

k
A = (ai,j)z',jzl'
Supponiamo che gli n autovalori di A siano tutti reali e denotiamoli Apin < - -+ < Apax. Allora:

(=) Amax < 0 se e solo se, per ogni k=1,...,n, & (—l)k det A >0 (a11 <0, det Ay >0, ...);
(+) Amin > 0 se e solo se, per ogni k =1,...,n, ¢ det Ay > 0.

Massimi relativi, minimi relativi e punti stazionari

ESERCIZI CON SVOLGIMENTO

Esercizio 14. Sia A € R?*? simmetrica e sia f = f4: R?\ {0} — R la funzione di classe C*° definita
ponendo, per ogni « = (x,y) € R2\ {0},

-
Tz Ax
f(x) = 2
(]
Dimostrare che, per ogni (xg,0) € R?\ {0}, sono equivalenti:
(a) (xo,yo) & un punto stazionario per f;

(b) (x0,50)" & un autovettore di A relativo all’autovalore f(zq, o).

10
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Svolgimento. Siano a, b e c in R tali che A = [¢°]. Allora, per ogni (z,y) € R*\ {0},

ax?® + 2bzy + cy?
2 + y2

f(z,y) = e Df(z,y)= ((az +by) — f(z,y)z, (bx + cy) — f(z,y)y) .

2 +y2
Dunque, per ogni (z9,%0) € R\ {0}, Df(z0,%0) = 0 se e solo se

axo + byo = f(xo,%0)xo
bxo + cyo = f(x0,y0) Yo

o equivalentemente, in forma pitl compatta, A[gg] = f(zo,y0) [;’jg ] O

Esercizio 15. Siano fi, fo e f3 le funzioni di classe C°° definite ponendo, per ogni (x,y) € R?,
Ay =2 +y',  faley) =—-@*+y"),  flzy) =2 =y

Per ogni j € {1,2,3 }, determinare tutti i punti di massimo o di minimo relativo per f;.

Svolgimento. Anzitutto abbiamo che, per ogni (z,y) € R?,

T

)Tv Df2($7y) =—4 (x37y3)T7 Df3(x7y) =4 <m37 _yS) .

Dfl(xa y) =4 (1‘3, y3

Dunque, per ogni j € { 1,2,3 }, (0,0) ¢ il solo punto stazionario per f; e, nonostante la matrice hessiana
di f; in (0,0) sia chiaramente la matrice nulla (quindi definita né positiva né negativa), vediamo che:

e l'origine & punto di minimo relativo per fi, anzi assoluto, perché fi(-,-) > 0= f1(0,0);
e lorigine ¢ punto di massimo relativo per fs, anzi assoluto, perché fo(-,-) < 0= f2(0,0);
e l'origine é punto di sella per f3, dunque né di massimo né di minimo relativo per f3, perché
f3(z,0) =2* > 0= f3(0,0), z€R,
{f3(07y) = —y* <0=f3(0,0), yeR.
Esercizio 16. Sia f: R? — R la funzione di classe C* definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,
fla,y) =a® +y° —ay.
Trovare i punti stazionari per f e determinare quali siano punti di massimo o di minimo relativo per f.
Svolgimento. Un punto (zg, o) € R? ¢ stazionario per f se e solo se D f(xq, o) = 0, ovvero

{gi(ﬂfo,yo) =2x0—y =0

%(wovyo) =3yp? —20=0

).

=

da cui subito che yo(3yo — 1/2) = 0 e che, pertanto, i punti stazionari per f sono (0,0) e (%,
Calcolato a questo punto che, per ogni (z,y) € R?, la matrice hessiana di f in (x,y) &

2 2

o2 | FEew ggew| 2 a1

f(x7y)_ o2 f 2r 1 6y
Oyox (z.y) y>2 (z,y)

scopriamo in particolare che D £(0,0) = [31 o] e che D2f(L, 3 = [31 7! | In conclusione:
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e il punto (0,0) ¢ né di massimo né di minimo relativo per f, in quanto piuttosto punto di sella per f:
det D?£(0,0) = -1 <0
(in effetti, per ogni y € R, f(0,9) = v%);

e il punto (&, %) ¢ invece di minimo relativo per f (ma non assoluto), semplicemente perché

Esplicitamente, infatti, il polinomio caratteristico di D? f (%, %) nella variabile A € R ¢

2—-X -1
det (D*f(55,3) — A\lp) = ‘ o A‘ =N —trD?f(35, ) A+ det D> f(, 2) = A2 = 3X + 1
il quale dunque ha radici positive Ay = %(3 + \/5) (i due autovalori di sz(%, %)) O

Esercizio 17. Sia f: R? — R la funzione di classe C* definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,
fla,y) = a* — 62°y* + .
Mostrare che non esistono punti di massimo o di minimo relativo per f.

Svolgimento. Un punto (zo,yo) € R? & stazionario per f se e solo se

%(wo,yo) = zo(z0® — 3y0?) =0
%(wo,yo) = yo(yo® — 3z0?) =0

per cui esiste uno ed un solo punto stazionario per f ed ¢ (0,0). Adesso, la matrice hessiana di f in
(0,0) coincide con la matrice nulla, pero dal fatto che ad esempio, per ogni = € R,

f(z,0)=2*>0= f(0,0)
{f(x,x) = —4z* <0 = f(0,0)
deduciamo comunque che 'origine ¢ un punto di sella per f, e cido conclude. O
Esercizio 18. Sia f: R? — R la funzione di classe C* definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,
fla,y) = a%y =307 —y2.
Individuare i punti di massimo o di minimo relativo per f.
Svolgimento. Per ogni (g, y0) € R?, vale che

8 (@o.u0) = 3xo%yo — 629 = 0
gj};(ﬂfoyyo) =x0° —2yo =0

se e solo se (x0, o) coincide con uno tra i punti (0,0), (v/2,v2) e —(v/2,v/2) i quali per cid sono tutti
e soli i punti stazionari per f. Adesso, per ogni (z,y) € R?, la matrice hessiana di f in (z,y) é

6(zy — 1) 3:62]

D? =
f(z,y) 32 _9

dunque D?£(0,0) = [ ® %] mentre D*f(£v/2,£v2) = [§ 5] e, in definitiva, (0,0) ¢ un punto di
massimo relativo per f (ma non assoluto) mentre (++/2, £1/2) sono entrambi punti di sella per f. [
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Esercizio 19. Sia f: R2 — R la funzione di classe C* definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,
f(a,y) = zy® exp(—z* — ).
Studiare i punti di massimo e di minimo relativo per f.

Svolgimento. Per ogni (z,y) € R?,

Df(z,y) = yexp(—a* — ) (y(1 — 4a*), 22(1 — y?)) "

e quindi esistono infiniti punti stazionari per f: (x,0) al variare di zy € R, (?, +1) e (—ﬁ, +1).

2
A riguardo dei punti sulla retta { (z,0) | x € R } osserviamo subito che, per ogni (z,y) € R?,

<0 seesolosex <0
f(z,y) S =0 seesolosez=0oppurey =0

>0 seesolosex >0
e di conseguenza:
e per ogni xg < 0, (z9,0) ¢ di massimo relativo per f (non assoluto);
e per ogni g > 0, (z9,0) & di minimo relativo per f (non assoluto);
e (0,0) ¢ né di massimo né di minimo relativo per f (né di sella).
A riguardo degli altri quattro punti stazionari per f abbiamo che, per ogni (x,7) € R?,
203y% (42t — 5)  y(1 —4a)(1 —¢?)

2 _ <D — 4 2
D) =200 =00 1 - g) (1 — 52 4 24

e cosl, per ogni 79 € R, D?f(zq,+1) = 2exp(—z§ — 1) [2’”8(4833_5) _gxo] da cui in conclusione (@, +1)

sono punti di massimo relativo per f mentre (fg, +1) sono punti di minimo relativo per f. O

Esercizio 20. Sia f: R? — R la funzione di classe C* definita ponendo, per ogni (z,y, z) € R3,
f(x,y,2) =2® +y° + 2% — a2y — 22

Trovare gli eventuali punti di massimo e di minimo relativo per f.

Svolgimento. Per ogni (z,y,2) € R} Df(x,y,2) = (22 —y — 2z, —x + 3y?, —x + 2z)T e dunque tutti e
soli 1 punti stazionari per f sono l'origine e (%, 5> %) Mentre 'origine risulta chiaramente né un punto
di massimo né un punto di minimo relativo per f (ad esempio perché, per ogni y € R, £(0,y,0) = y3),
a riguardo dell’altro punto osserviamo che, per ogni (x,y,2) € R3,

[\

2 -1 -1

D?f(x,y,2) = |—-1 6y O

-1 0 2
ammette come tre sottomatrici principali di nord-ovest 2, [_21 7y1] e D2f (z,vy, 2) stessa le quali hanno
determinante rispettivamente 2, 12y—1 e 2(9y—1) e pertanto, in virt del criterio di Sylvester prendendo

Y= %, scopriamo che (2%, 5 2%) ¢ un punto di minimo relativo per f (non assoluto).

Notiamo comunque che saremmo giunti alla medesima conclusione anche grazie al criterio di Cartesio

una volta calcolato che, per ogni (z,y, z) € R3 e per ogni A € R,

det (D?f(z,y,2) — Al3) = —=A* +2(3y + 2)A\? — 2(12y + 1)\ + 2(9y — 1). O
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Esercizio 21. Sia f: R* — R la funzione di classe C* definita ponendo, per ogni (z,vy, z,w) € R,
f(z,y,z,w) = 2+ 2% + 22 + 20? + yz — 2zw.

Trovare gli eventuali punti di massimo e di minimo relativo per f.

Svolgimento. Per ogni (x,y,2z,w) € RY Df(x,y,z,w) = (Q(x—w),4y+z,y+2z,2(—x+2w))T e

quindi I'origine ¢ 1'unico punto stazionario per f. A questo punto, per ogni (z,y, z,w) € R*,

2 00 -2

0 41 0
D*f(z,y,zw)= | o | 5 o |=D/(0,000)

-2 0 0 4

C 200
ammette come quattro sottomatrici principali di nord-ovest 2, [(2) 2], [8 4 %] e D?f(z,y, 2) stessa le
quali hanno determinante rispettivamente 2, 8, 14 e 28 e pertanto, in virtu del criterio di Sylvester,
I'origine ¢ un punto di minimo relativo per f, ed anzi assoluto: in effetti, per ogni (z,y, z,w) € R*,

flz,y,z,w) = ((x —w)2 +w2) + (22 +yz+ 2y2) > 0= f(0,0,0,0).

Notiamo comunque che saremmo giunti alla medesima conclusione anche grazie al criterio di Cartesio
una volta calcolato che, per ogni (z,y, z,w) € R* e per ogni A € R,

det (D2 f(z,y, z,w) — AL4) = A* — 12)% + 47\ — 66 + 28. m

Funzioni implicite

RicHIAMI DI TEORIA

Teorema (delle funzioni implicite (o di Dini)). Sia Q C R? un aperto non vuoto, e sia f € C*(Q;R)
per la quale denotiamo Z; = f~1(0) = { (z,y) € Q| f(x,y) = 0}. Supponiamo che esista un punto
(w0, y0) € Z5 tale per cui D f(xo,yo) # 0. Allora esiste un intorno aperto di (xo,yo) in Zy che coincide
col sostegno di una curva regolare semplice. Piu precisamente, infatti, vale quanto seque.

(y) Se %(xo, yo) # 0, allora esistono due intorni aperti I di zg e J diyg tali che, per ogni x € I, esista
uno ed un solo y = y(x) € J tale per cui (z,y(x)) € Zy (in particolare, yo = y(xo)) e g—i(x,y(x)) #0.

Inoltre tale funzione implicita y: I — J, x — y(zx), ¢ di classe C' e, per ognix €1,

2 (2, y())
"z) = — Q22207
=0 )

(x) Se g—ﬁ(mo, yo) # 0, allora esistono due intorni aperti J di yy e I di xq tali che, per ogniy € J, esista

uno ed un solo x = x(y) € I tale per cui (x(y),y) € Z5 (in particolare, xo = x(yo)) e %(:ﬂ(y),y) # 0.
Inoltre tale funzione implicita x: J — I, y+ x(y), ¢ di classe C1 e, per ogniy € J,

Infine, se esiste k € N, k > 2, tale per cui f sia di classe C* su Q, allora vale quanto seque.
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(y) Se %(xo,yo) 20, allora tale funzione implicita y(-) ¢ di classe C* su I e, per ogni x € I,

O*f (0f\2 92f (9f\? 9*f of of
" oo (5y) + 52 (5) " — 2550y o5 0y
Yy (x) - = 9f\3
() (z.9)=(z.y(z))

O2f (Of\2 , O2f 1Of\2 82f Of Of

v () 5 (5) 250000y
x (y) - of 3 :
(7:) (2.9)=(2(3).9)

Per funzioni aventi piti di due variabili reali e a valori reali, o quindi a valori vettoriali, tutto questo
puo esser generalizzato nel modo naturale e ben noto.

Funzioni implicite

ESERCIZI CON SVOLGIMENTO

Esercizio 22. Mostrare che I'insieme degli zeri o curva di livello zero di una generica funzione scalare
di due variabili reali, anche altamente regolare, potrebbe esser né una curva né una curva regolare.

Svolgimento. Sia @ C R? un aperto non vuoto, sia f € C1(;R) e sia (zg,y0) € Zy = f~1(0). L'idea
¢ che in generale senza la condizione D f(zg,y0) # 0 non sussista per f la tesi del teorema di Dini.
Supponiamo infatti, ad esempio, che esistano due intorni aperti I di zg e J di yg tali che esista una
funzione y(-) € C*(I;J) con y(zg) = yo e tale che, per ogni x € I, (z,y(x)) € Z;. Allora chiaramente
f(-,y(-))‘] =0 e cosl, per ogni x € I,

_ d _ / T _ 8f 8f /
0= gz 1@ y@) =Dfz,y() - (L,y(2)) = Fr(z.9(@)) + Z (@, y(@)y ()
OVVero y’(aj)%(aj,y(x)) = —%(x,y(z)) e quindi, se g—i(mo, yo) = 0, allora y(-) potrebbe non esistere.

Proponiamo a proposito i seguenti controesempi al teorema, per i quali addirittura f € C°(R?; R).
o f(z,y) =2 +y*+1haZ;=0.
o f(z,y)=2+y*haZ;={0}.
o f(m,y)=a®—y*ha Zy={(z,y) eR? |y==xux}.
of(ac,y)::U3fy2haZf:{(x,y)€]R2‘xZO,y::I::cg/Q}. O
Esercizio 23. Sia f: R2 — R la funzione di classe C* definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,
fa,y) = ae? —y.

Verificare che 1'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente una funzione scalare y( -) di classe C*
su un intorno aperto di zg = 0 il cui sviluppo di Taylor al terz’ordine in 0 &, per x — 0,

y(z) =z +2° + %:L‘?’ + o(z?).

15



Analisi Matematica 2 — RicHiAMI DI TEORIA ED ESERCIZI CON SVOLGIMENTO

Svolgimento. Anzitutto vediamo che f(0,0) = 0 e che, per ogni (z,y) € R?,
0 e
e¥ we¥|’
In particolare %(0, 0) = —1 # 0 e cosi, in virta del teorema di Dini, esistono due intorni aperti [
e J dello zero tali che esista una funzione y(-) € C*°(I;J) con y(0) = 0 e tale che, per ogni z € I,
f(z,y(x))=0e ﬂ( ,y(x)) # 0. Inoltre conosciamo le espressioni delle derivate y'(-) e y”(-) su I, in
particolare nello zero, e pertanto lo sviluppo di Taylor al terz’ordine di y(-) in 0 &, per  — 0,

y//(o) 9 y///(o) y///(o)

y(@) =y(0) + ¢ (0)z + —=a” + = 3+ o(@®) =z 422+ .

Df(w,y) = (V. xe! =1)7 e D*f(x,y) =

2% + o(z?).
Non resta quindi che calcolare y(x)|,_,. Con questo scopo, consideriamo la seguente proposizione.

» Sia Q C R? un aperto non vuoto, sia f € 03(9' R) e sia (zg,y0) € €2 con %<x0’ yo) # 0. Supponiamo

che, per ogni (z,y) € Q, & bl (a: y) =0, e che 2 592 L (x0,0) = ng (x0,y0) = 0. Siano quindi I un intorno
aperto di z¢ e J un intorno aperto di yg tali che esista y(-) € C3(I;.J) con y(xg) = yo e tale che, per

ﬂ X X
ogni z € I, §L (2, y(x)) £ 0 e y/(z) = _ g @y(@)

0T (zy(a)) - Mllova, per ogni @ € 1,

0°f 0f Of _ 9°f (0f\? 9% (of 92f of
J () = 2 900y o 83; 92 (55) ¢ y"(zg) = 32200 > (5 )f+ 2 udy o ‘
(%) ()= (z.9(@)) (5 (o0)—(z0.40)
Ebbene, applicando il tutto nella nostra situazione dove in particolare abbiamo, per ogni (z,y) € R?,
g;: (x,y) = (%gy (z,y) = 622{/ (z,y) = €Y, otteniamo appunto che y”’(0) = 9. O

Esercizio 24. Sia f: R? — R la funzione di classe C* definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,
fay)=e"V+a? -y’ —e(x+1)+ 1.

Verificare che ’equazione f(x,y) = 0 definisce implicitamente una funzione scalare y(-) di classe C*°
su un intorno aperto di g = 0 con y(0) = —1 e tale che lo zero sia un punto di minimo per y(-)
(nonostante il punto (0, —1) sia neanche stazionario per f).

Svolgimento. Per cominciare vediamo che f(0,—1) = 0 e che, per ogni (z,y) € R?

Df(x7y) = (exiy + 2z — €, —e"Y — 2y)T € DQf(IIZ, y)

erV4+2 etV
e P )

In particolare 3—5(0, —1) =2 —e€ # 0 e cosi, in virtu del teorema di Dini, esistono un intorno aperto I
dello zero ed un intorno aperto J di —1 tali che esista una funzione y(-) € C*>°(I;J) con y(0) = -1 e
tale che, per ogni z € I, f(z,y(z)) =0e g—i(az,y(az)) # 0. Inoltre %(O, —1) = 0 e, pertanto, in primo
luogo 3'(0) = 0 mentre in secondo luogo

%(07 _1) 2+e

" ox
y'(0)=—5 =— > 0. O
875(07_1) 2—e

Esercizio 25. Sia c € R e sia f.: R? — R la funzione di classe C*° data da, per ogni (z,y) € R?,

fe(,y) =2 +y° — 32y — c.

Dimostrare che, per ogni ¢ ¢ { —1,0 }, 'equazione f.(x,y) = 0 definisce implicitamente una funzione
scalare di classe C'*° della variabile x oppure della variabile y.
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Svolgimento. Grazie al teorema di Dini ci basta dimostrare che, per ogni ¢ € R\ { —1,0 } e per ogni
(70,%0) € R?, se fo(wo,y0) = 0 allora D f.(z0,v0) # 0. Ma infatti, per ogni ¢ € R ed ogni (x9,v0) € R?,
Dfe(zo,y0) = 0 se e solo se

%(fﬁo,yo) =3(zo® —yo) =0
(w0, 90) = 3(yo* —w0) =0

o cioé (zg,y0) = (0,0) oppure (xg,y0) = (1,1), punti in corrispondenza dei quali rispettivamente
fe(0,0) = —c e f.(1,1) = —(c¢+ 1). In conclusione appunto, per ogni ¢ ¢ {—1,0} e per ogni
(z0,%0) € R?, 0 fo(xo,y0) = 0 0 Dfe(x0,50) = 0 (se uno dei due & nullo, I’altro non lo &). O]

Esercizio 26. Sia f: R? — R la funzione di classe C™ definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,

flay) = (y — 2% — .

Dimostrare che, per tutti e soli gli z¢ € |0, +o0], 'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente una
funzione scalare y(-) di classe C* su un intorno aperto di xo.

Svolgimento. Chiaramente Zy = f~1(0) = { (z,y) € R?* |2 >0, y = 2* + 2%/2 } e dunque Z; \ {0} ¢
sostegno di una curva C'>° semplice. In effetti, volendo applicare anche il teorema di Dini vediamo che,
per ogni (z,7y) € R?,

Df(z,y) = (— 2[4(y — 2%) + 52°],2(y — %))

e cosl, per ogni (z,y) € Zy, g—g(x,y) =0seesolosex=0 (ey=0). O

Esercizio 27. Sia f: R? — R la funzione di classe C* definita ponendo, per ogni (z,y) € R?,
flz,y) =Y —zy — 1.

Dimostrare che:

(1) per ogni xy € |—00,0], esiste unico yo € R tale che f(zo,yo) = 0 ed inoltre 'equazione f(z,y) =0
definisce implicitamente una funzione scalare y( - ) di classe C°° su un intorno aperto di z¢ con y(zg) = yo
e, come conseguenza, l'insieme Zy = f~1(0) non ¢ limitato in R?;

(2) se zp =0, allora lo sviluppo di Taylor al second’ordine di tale y(-) in 0 ¢, per x — 0,

y(r) = —x — 2% + o(x?).

Svolgimento. Innanzitutto, per ogni (x,7y) € R?,

Df(IE ) _ (€x+y . €x+y . CC)T e D2f($ ) _ e$+y e$+y —1
Y Y, Y ety _ ea:-i-y

ed in particolare, per ogni xy € |—o00, 0], vale %5(.%0, y) = e*Y — x5 > —x¢ > 0 quale che sia y € R.
(1) Infatti, per ogni ¢ € ]—00,0], Z; interseca la semiretta { (z,y) € R? | 2 <0, y = —x + ¢ } soltanto
nel punto (z(q),y(q)) di ordinata y(q) = —z(q) + ¢ e di ascissa z(q) data da

z(q) = %{q— V@ +4(1—ed)}

ed inoltre la corrispondente mappa |—oo, 0] — |—00,0], ¢ — x(g), € biunivoca in quanto continua e

strettamente crescente con z(0) = 0 e tale che limg| o, (q) = —o0: in conclusione, per ogni zg € |—00, 0],
consideriamo quell’unico g € |—o00, 0] tale che z¢p = z(q) e poniamo yy = —z¢ + q.

(2) Se zy = 0, allora dev’essere y(0) = 0 e, usando che Df(0,0) = (1,1)" e che D2£(0,0) = I, = (391,
¢ immediato ottenere y'(0) = —1 e y”(0) = —2. O
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Esercizio 28. Sia (2 C R® un aperto non vuoto, sia f € C*(Q;R) e sia (zo,y0,20) € Zf = f71(0).
Dimostrare che, se %(mo, Y0, 20) # 0, allora esiste un intorno aperto di (xo, yo, 20) in Zy che coincide
col sostegno di una superficie regolare di rappresentazione parametrica z = z(x,y) con z(zg, y0) = 2o,
tale che %(m, y,2z(z,y)) # 0 ed il cui versore normale a tale superficie nel punto (x,y, z(z,y)) risulti

of v e Df(x,y,2(z,y))
se (5, 0020 0) (57 2T

Svolgimento. Grazie al teorema di Dini, esistono due intorni aperti U di (o, o) in R? e V di 2y in R
tali che esista una funzione scalare z(-,-) € C1(U; V) con z(wg,y0) = 20 e tale che, per ogni (z,y) € U,

fz,y, 2(z,y)) =0 e L(z,y, 2(2,y)) # 0; inoltre,

%(w y) = _%(x,y,z(x,y)) . %(x J) = _%ch(x,y,z(%y))
8$ , %(ﬂfay,Z(fL‘,y)) 8y ’ %(ﬂf,y,z(l‘7y))

A questo punto basta ricordare la formula generale per il versore normale v( -) alla superficie regolare
di rappresentazione parametrica z = z(z,y) nel punto (z,y, z(z,v)), (z,y) € U, ovvero

1 0z 0z T
vz, y, z(x,y)) = — (z,y), —=(z,y),1) . ]
\/1 + |Dz(z, y) |, < O % )

Esercizio 29. Sia f: R? — R la funzione di classe C* definita ponendo, per ogni (z,y, z) € R3,
f(xay7 Z) = arctan z + xy2 +xz — y3 _1.

Verificare che 'equazione f(z,y,z) = 0 definisce implicitamente una funzione scalare z(-,-) di classe
C* su un intorno aperto di (zg,yo) = (0,—1) con 2(0,—1) = 0 e scriverne l’equazione del piano
tangente alla propria superficie grafico nel punto (0, —1,0) € R3.

Svolgimento. Abbiamo che f(0,—1,0) = 0 e che, per ogni (z,y, z) € R3,

1 T
D Y :(2 )2 - 277 )
flz,y,z) ye + z,2xy — 3y 1+Z2+x

In particolare %(0, —1,0) = 1 # 0 e cosi, in virtu del teorema di Dini, esistono due intorni aperti
U di (0,—1) in R e V dello zero in R tali che esista una funzione scalare z(-,-) € C*®(U;V) con
2(0,—1) = 0 e tale che, per ogni (z,y) € U, f(x,y,z(z,y)) =0e %(x,y,z(m,y)) # 0; inoltre,

0,
0z %(x,y,z(x,y)) 0z Fi(xvyvz(xay))
67(1:7y):_3f € ai(xuy):_af :
x &(l’,y,Z(%,y)) Y &(x,y,z(m,y))
Pertanto %(O, —1)=-1le 3—5(0, —1) = 3 ed in conclusione 'equazione del piano tangente alla superficie
grafico di z = z(x,y) nel punto (0,—1,0) ¢ z = —x + 3y + 3. O

Massimi e minimi vincolati

RicHIAMI DI TEORIA

Sia 2 C R? = (R?, || - ||,) non vuoto e limitato, per il quale denotiamo K := Q = int Q U 92, e sia
f: K — R continua. Sappiamo che esistono valor massimo M € R e valor minimo m € R assoluti per f
(teorema di Weierstrass): esistono cioé (xar, yar) € (Tm, ym) in K tali che, per ogni (z,y) € K,

M:f(vayM) Zf(xvy) > f(xmaym) =m.

Supponiamo comunque che f sia di classe C? su tutto un insieme aperto A di R? che contenga K.
Allora, per individuare tali punti (xa7, yas) € (Tm, Ym), conviene analizzare separatamente f ‘inm ef ‘ 89"
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f‘intﬂ

L’insieme int ©Q ¢ un aperto di R? e quindi, se non vuoto, si tratta di risolvere un problema

di ottimizzazione libera passando per lo studio prima dei punti stazionari per f, e poi della matrice
hessiana di f valutata in ciascuno di essi, nella maniera gia richiamata in precedenza.

f‘an L’insieme 012, detto in questo contesto vincolo per f, ¢ un compatto non vuoto di R? e cosi,
nuovamente, f ammette punti di massimo e di minimo assoluti in 9. Per trovare tali punti e confrontarli
infine con quelli eventualmente trovati per f su int {2 usiamo il fatto che, se 0€Q risulta sufficientemente
liscio, allora la derivata direzionale di f lungo la tangente a J¢) stesso calcolata in suddetti punti
dev’esser nulla. Piu precisamente, distinguiamo due situazioni notevoli.

e Il vincolo 99 coincide col sostegno di una curva semplice e regolare ¢ € C'(I; A) dove I C R é un

intervallo (non vuoto): in simboli, 9Q = ¢(I). Se (xp,yo) € O & un punto di massimo o di minimo
per f‘aﬂ e se esiste to € int(/) tale che p(to) = (zo,yo0), allora typ ¢ un punto stazionario per la

funzione (f o )| teorema di Fermat): %f(g@(t))hzto = 0, ovvero

int(7) (
Df(xo,0) - ¢'(t) = 0.

Per terminare occorre dunque confrontare successivamente il valore f(xo,yo) € R col valore che f o
assume su 91 (cioé sull’estremo o sui due estremi di I).

Osserviamo infine che, nel caso pitt generale in cui il vincolo €2 coincida col sostegno di una curva
semplice e regolare a tratti ¢, il procedimento appena descritto puo esser applicato rispetto a ciascuno
di tali tratti per poi confrontare i valori ottenuti con quelli che f o ¢ assume su 01 e pure in
corrispondenza di ogni punto singolare per .

e Il vincolo 99 coincide con l'insieme degli zeri di una funzione regolare g € C'(A;R): in simboli,

o0 = Z, = g 1(0). Se (zo,y0) € 9N ¢ un punto di massimo o di minimo per f‘am allora esiste
Ao € R chiamato moltiplicatore di Lagrange tale che (xg,yo, o) = ((z0,Y0), o) € 0 X R sia un
punto stazionario per la funzione lagrangiana £ € C'(A x R;R) del problema di ottimizzazione in
oggetto definita ponendo, per ogni (z,y,\) = ((z,y),A) € A xR, L(z,y,\) = f(z,y) — A\g(z,y)
(teorema dei moltiplicatori di Lagrange): DL(xq, yo, Ag) = 0, ovvero

{Df(l"o’yo) = Ao Dg(x0,y0)
g(xo,y0) = 0.

Per funzioni scalari aventi piu di due variabili reali tutto questo puo esser generalizzato nel modo

naturale e ben noto.

Massimi e minimi vincolati

ESERCIZI CON SVOLGIMENTO

Esercizio 30. Sia f: R? — R la funzione di classe C* definita ponendo, per ogni (z,y) € R

f(z,y) =27 +3y* — 2y — y.

Posto K = [0, 1]2, determinare i punti di massimo e quelli di minimo assoluti per f ’ € calcolare quindi

il valor massimo ed il valor minimo assoluti per f ‘ e

Svolgimento. Ragioniamo separatamente per f}]o 12 @ f‘aK'

f‘]o,l[z Per ogni (x,y) € R, Df(z,y) = 2z —y, —x + 6y — l)T e DQf(x,y) = [31 _61], dunque

(

1—11, %) €10, 1[2 ¢ l'unico punto stazionario nonché di minimo assoluto per f|]0 12 @ f(l—ll, i
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f‘aK Casoz =0 ey ¢ {0,1}. La funzione f(0, )‘ 01 diventa y — f(0,y) = 3% —y, y € ]0,1],
dunque 1 5 €10,1[ & I'unico punto stazionario nonché di minimo assoluto per f(0 ‘]0 1 ¢ f(0, 6) %
Caso y=1ex¢{0,1}. La funzione f(- ‘]0 m diventa z + f(x,1) = 22 — 2 + 2, z €]0, 1], dunque
1 €10,1] & I'unico punto stazionario nonche di minimo assoluto per f(- ‘]0 i@ f3,1) =1
Casox=1ey¢ {0,1}. La funzione f(1,- )‘}071[ diventa y — f(1,y) = 3y> — 2y + 1, y € ]0, 1], dunque
1 €10,1] & I'unico punto stazionario nonché di minimo assoluto per f(1,- )‘]071[ e f(1,3)=2.
Casoy=0ex ¢ {0,1}. La funzione f(-
ammette alcun punto stazionario (in ]0, 1[)

Casoxz € {0,1} ey €{0,1}. Infine f(0,0) =0, f(0,1) = f(1,1) =2e f(1,0) = 1.

}]0 1 diventa z — f(x,0) = 22, 2 € ]0,1], la quale non

In conclusione esistono due punti di massimo assoluto per f } o che sono (0,1) e (1,1), ed il valor
massimo assoluto per f|, ¢ f(0,1) = f(1,1) = 2; ed esiste uno ed un solo punto di minimo assoluto

per f‘K, che ¢ (7, &), ed il valor minimo assoluto di f‘K & fl, &) =—-%. O

Esercizio 31. Siano f,g: R? — R le funzioni di classe C°° definite ponendo, per ogni (x,y) € R?,

$2 2
fay) =a*+3y e glay) =T +% -1

Posto K = Z, = g~ 1(0), determinare i punti di massimo e quelli di minimo assoluti per f ‘ ;¢ € calcolare

il valor massimo ed il valor minimo assoluti per f ‘ -

Svolgimento. L’insieme compatto K C R? ¢ P'ellisse verticale di centro I'origine, di semiasse minore 2 e
di semiasse maggiore 3: in particolare, avendo parte interna vuota, K coincide col vincolo per f.
Risolviamo il problema di ottimizzazione in questione con entrambi i metodi richiamati.

Primo metodo: parametrizzazione del vincolo. Sia ¢: [0,27] — R? la curva semplice e di classe C™
definita ponendo, per ogni ¥ € [0, 27|,
2cos v
(V) = [3 sin 19]

cosi che K = ¢([0,27]). Allora f(¢(d)) = 4cos? 9 + 9sind, ¥ € [0, 2x[, dunque f( (0)) = f(2,0)=4e
737 sono i punti stazionari per (f o) ‘]0 o[ © f(e(3)) = f(0,3) = 9 mentre f(¢p ( 7)) = f(0,-3) = —9.

202

In conclusione esiste uno ed un solo punto di massimo assoluto per f ‘ 5 che e (0,3), ed il valor massimo
assoluto di f!K ¢ £(0,3) = 9; ed esiste uno ed un solo punto di minimo assoluto per f!K, che & (0, —3),
ed il valor minimo assoluto di f‘K é f(0,-3) = —9.

Secondo metodo: moltiplicatori di Lagrange. La funzione lagrangiana £ € C*°(R3;R) del problema di
ottimizzazione in oggetto & L(z,y,\) = f(z,y) — Ag(z,y) = 2% + 3y — )\(%2 + % —1), (z,y,\) € R3,
quindi il sistema (non-lineare) da risolvere ¢ quello corrispondente a DL(z,y, \) = 0, ovvero

2x———0
3—%_0

2 2
TH5-1=0

per il quale é immediato verificare che debba essere x = 0 e, equivalentemente, o y = 3 oppure y = —3
da cui giustamente la stessa conclusione di sopra. O

Esercizio 32. Siano f,g: R? — R le funzioni di classe C°° definite ponendo, per ogni (x,y) € R?,
fle,y)=zy e glz,y)=a*—ay+y*—1.
Posto K = Z, = ~1(0), determinare i punti di massimo e quelli di minimo assoluti per f ’ 5 € calcolare

il valor massimo ed il valor minimo assoluti per f ‘ e
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Svolgimento. L’insieme K C R? ¢ P'ellisse centrata nell’origine con assi nelle direzioni y =z ey = —x
di cui il semiasse minore 2\/§ ed il semiasse maggiore 2v/2: in particolare, K coincide col vincolo per f.

Risolviamo D'esercizio direttamente col metodo dei moltiplicatori: la lagrangiana £ € C*°(R3; R)
del problema di ottimizzazione in oggetto ¢ L(z,y, \) = f(x,y) — Ag(x,y) = vy — Mz? —zy +y> — 1),
(x,9,A) € R3, quindi il sistema da risolvere & quello corrispondente a DL(x,y, \) = 0, ovvero

y—AM2z—y)=0
—A2y—2)=0
22 —zy+1y2—-1=0

le cui soluzioni sono le quattro triplette (1,1,1), (—1,—1,1), (\[,—%,—%) e (— —,—%) in

corrispondenza delle quali f(1,1) = f(—=1,-1)=1e f(ﬁv —%) = j"(—%7 %) = —%.
In conclusione esistono due punti di massimo assoluto per f ‘ > che sono (1,1) e (=1, —1), ed il valor

B

massimo assoluto di f‘K e f(1,1) = f(—1,—1) = 1; ed esistono due punti di minimo assoluto per f‘K, che

SOno (%, —%) e (—%, %), ed il valor minimo assoluto di f‘K e f(%, —%) = f(—%, %) =—1. 0O

Esercizio 33. Siano f, g, h: R3 — R le funzioni di classe C* definite ponendo, per ogni (z,y, z) € R3,
f(l?,y,Z):.’E—F?)y—Z, g(z,y,z):x2+y2—z e h(w,y,z):2x+4y—z

Posto K = Z,N Zy, = g~ 1(0) N h~1(0), individuare i punti di massimo e quelli di minimo assoluti per
f ‘ € calcolare il valor massimo ed il valor minimo assoluti per f| e

Svolgimento. Risolviamo il problema di ottimizzazione con entrambi i metodi richiamati.
Primo metodo: parametrizzazione del vincolo. Poiché, per ogni (z,y, z) € R3, (2,y,2) € K se e solo se
{(331)2+(y2)2:5
z=2x+4y
consideriamo la curva semplice ¢: [0, 27[ — R3 di classe C°° definita ponendo, per ogni ¥ € [0, 27|,

1+ /5 cos?d
oY) = 2 4+ /5sin 9
10 4 2v/5(cos ¥ + 2sin49)

cosi che K = ¢([0,2x[). Allora f(p(9)) = —3 — V/5(cos? + sind), ¥ € [0, 27, dunque f(p(0))
f(1+v5,2,10 + 2v5) = =3 — /5 e T,2F sono i punti stazionari per (f o <p)|]0727r[ e fle(R))

F(14+20 24 Y10 1043,/10) = —3— /10 mentre f(o(35)) = f(1—¥20 210 10_3,/10) = —3+/10.

In conclusione esiste uno ed un solo punto di massimo assoluto per f } 5 chee (1— \ﬁ \ﬁ ,10—3+/10),

ed il valor massimo assoluto di f } i € =3+ V10; ed esiste uno ed un solo punto d1 minimo assoluto per
f‘K, che & (1 + @, 2+ @, 10 + 3v/10), ed il valor minimo assoluto di f|K ¢ —3 —+10.

Secondo metodo: moltiplicatori di Lagrange. La lagrangiana £ € C°°(R?;R) del problema in oggetto &
E(ﬂs,y,z, Avu) = f(x,y, Z) - )\g(az,y,z) - uh(x,y,z) =+ 3y -z )‘(I2 + y2 - Z) - M(Zm + 4y - Z),
(2,9, 2,\, 1) € R®, quindi il sistema da risolvere &

1—2 -2 =0

3—-2\y—4u=0

—14+A+pu=0

2?4y —2=0

20 +4y—2=0

le cui soluzioni (1-+5°, 2+ 3,10+ 3v/10, G2, 1 — %) e (152,252, 10-3V10, =, 1+ [
conducono giustamente alla stessa conclusione di prima. O
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Esercizio 34. Sian € N\ {0} esiano f,g: R” — R le funzioni date da, per ogni (z1,...,z,) € R",

n n
f(:vl,...,xn):HxiQ e g(xl,...,acn):ZaciQ—
i=1 i=1

(1) Posto K = Z, = g~*(0), determinare il valor massimo ed il valor minimo assoluti per f ’ K

(2) Usare quanto scoperto per dimostrare che, per ogni a = (ay, ..., a,) € [0, 4+o00[",
n 1/n 1 n
(M) < 13w
i=1 i=1
e che vale I'uguaglianza se e solo se a; = + ZJ 1a; perognii=1,...,n.

Svolgimento. (1) L’insieme K = S™ C R" ¢ la sfera n-dimensionale di centro 'origine e di raggio unitario:
in particolare, K coincide col vincolo per f. La lagrangiana £ € C°°(R"*!;R) del problema in oggetto é
L(x1,... 20, A) = f(z1,. . xn) = Ag(@1, .. zn) = [[1g 22 = A (D, 22 =1), (z1,..., 20, A) € R

quindi il sistema da risolvere ¢&
n
2 _ P
€Ty l’j —)\l‘i, Z—l,...,n,
j=1
J#i
n

Zl’iQ =1
=1

Adesso, osservato che f(-) > 0 su tutto R” e a maggior ragione su K, possiamo gia concludere che
il valor minimo assoluto per f| 5 ©lo zero (valore che f assume su tutti e soli i punti di K che abbiano
almeno una componente nulla) e dunque, volendo individuare invece il valor massimo assoluto per f ‘ K

possiamo supporre per il sistema scritto sopra che x; # 0 per ogni ¢ = 1,...,n ricavando cosi
n n n n—1
_ 2 _ 2 _
A== = 1% = H H%
j=2 j=1 j=1 =
J#2 J#n—
ovvero, in forma del tutto equivalente, 112 = 9% = - -+ = 2,2 e cioé¢ x; = ++/1/n per ognii =1,...,n
in conclusione il valor massimo assoluto per f ‘ g el /n'.
(2) Per a # 0, basta considerare la n-upla (z¢,...,2%) € K definita ponendo, per ogni i =1,...,n,

n ~1/2
()
j=1

ad ottenere che, grazie a quanto appena dimostrato,

oo (f)(5)

z:l
che é la tesi notando fra I’altro che vale 'uguaglianza se e solo se (x;‘)2 =1/nperognii=1,...,n. O
Esercizio 35. Nel piano R? = R%x y)» Ul campo & percorso da un canale rettilineo di equazione y = —z.

Un uomo parte dal punto (0, 1), attinge acqua dal canale e la porta nel punto (1,1). Si trovi il punto o
i punti in cui dev’esser presa 'acqua affinché il percorso totale sia minimo.
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Svolgimento. B elementare constatare che si tratta di minimizzare sulla retta { (z,y) € R? | z+y=0 }
la funzione f: R? — 0, +o0| definita ponendo, per ogni (z,y) € R?

f(:z:,y):\/ —l-\/l—x (1—y)?

(mentre possiamo gia osservare che f sia illimitata superiormente su di essa). Consideriamo per questo
la funzione h = hy: R — |0, 4+-00][ definita ponendo, per ogni z € R,

hz) = f(z,—x) = /222 + 22+ 1 + /222 + 2.

Allora, per ogni z € R, h/(x) =0 se e solo se (2x + 1)vV222 +2 = (— 21‘)\/ 222 + 22 + 1 da cui subito
x €|—5 O[ e, procedendo, 3z? +4x + 1 =0 e cioé¢ 0 x = —1 oppure z = fg
In Conclusmne esiste uno ed un solo punto di minimo assoluto per A che & (—%, %) O

Calcolo integrale secondo Lebesgue per funzioni di piu variabili

RicHiAMI DI TEORIA

Sian € N\ {0} fissato. Sappiamo che esiste una o-algebra M™ su R", chiamata o-algebra degli
insiemi misurabili secondo Lebesgue in R™, ed esiste una misura non-negativa m”™ su M", chiamata
misura di Lebesque n-dimensionale, le quali godono delle due seguenti proprieta peculiari fra molteplici.

(1) Dati (a1,...,an), (b1,...,by) € R™ con a; < b; per ogni i = 1,...,n, il plurintervallo chiuso
la1,b1] x -+ X [an, by] appartiene a M™ e vale I'identita m"([a1,b1] X - -+ X [an,bn]) = [[1—; (b — as).

(2) Dato F C R", E appartiene a M" se e solo se, per ogni ¢ € |0, +oo], esiste 4. C R™ aperto ed
esiste Ce C R™ chiuso tali che C. € E C A; con m"(A:\ C:) <¢

Vengono definiti dunque i concetti nel senso di Lebesgue di insieme di misura nulla e di disuguaglianza
ed uguaglianza quasi ovunque, di funzioni semplici e di funzioni misurabili, di funzioni integrabili e di
funzioni sommabili, e vengono dimostrati a riguardo i seguenti teoremi fondamentali dove E € M™\{ 0 }
¢ fissato e dove, per ogni funzione f: E — R integrabile (su F), viene denotato

/f ) dm"( /f dm—/fxl,... Tp)dxy - day,.

Teoremi (di convergenza e di calcolo degli integrali multipli).

Convergenza monotona (Beppo Levi). Sia (fi)ken una successione di funzioni da E in R integrabili.
Se [ fo(x)dx > —oco e se inoltre, per quasi ogni x € E, fi(x) < fup1(x) per ogni k € N e quindi
fr(x) 1t f(z ) = supyen fi () per k — 400, allora

/fk(a:)dar: T/f(w)d:l: per k — 400.
E E

Lemma di Fatou. Sia (fx)ren una successione di funzioni da E in R integrabili. Se esiste una funzione
g: E — R sommabile tale che, per quasi ogni x € E, g(x) < fr(x) per ogni k € N, allora

/hmlnffk( )dx < liminf/ fr(x) de
E E

k—4o00 k—+o00

Convergenza dominata (Lebesgue). Sia (fx)ren una successione di funzioni da E in R integrabili.
Se esiste una funzione g: E — [0, 4+o00[ sommabile tale che, per quasi ogni x € E, |fr(z)| < g(x) per
ogni k € N, e se esiste f = limg_, o fi quasi ovunque, allora

i /E ful) dz = /E /(@) de
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Serie di funzioni. Sia (fi)ren una successione di funzioni da E in R integrabili. Se, per quasi ogni
x € E, fr(x) >0 per ogni k € N, allora

+o0 +oo
/Ekzzofk(w)dw:kz:o/Efk(w)dx.

Inoltre questa formula resta vera anche sotto Uipotesi [, 3120 | fu(@)| de = 312 [4| fr()] do < +o0.

Inversione dell’ordine d’integrazione (Fubini-Tonelli). Sia n =2 e sia f: ]R%x 0= R, xRy, = R
una funzione sommabile. Allora vale quanto segue.

(1) Per quasi ogni x € R, la funzione f(x,-) ¢ sommabile su Ry e, per quasi ogni y € R, la funzione
f(-,y) & sommabile su R,.

(2) La funzione [p f(-,y)dy ¢ sommabile su R, e la funzione [, f(x,-)dx & sommabile su R,,.

(3) Valgono le due identita

//R2f(:x,y)d:xdy=/R[/Rf(x,y)dy]d:n:/R[/Rf(x,y)dx}dy.

Inoltre un analogo di questo risultato resta vero anche sostituendo opportunamente R? con un arbitrario
sottoinsieme semplice o normale di R?, e pit in generale per n > 3.

Cambio di variabili per diffeomorfismo. Sia f: E — R una funzione integrabile, siano A = A, e
B = B, due aperti non vuoti di R" con E C B e sia g: A — B un diffeomorfismo di classe C', ovvero
una funzione biunivoca g di classe C' = C1(A; B) la cui inversa g—* risulti di classe C' = CY(B; A).
Allora la funzione (f o g)|g,1(E): g H(E) = R ¢ integrabile su g~ (E) C A e vale lidentita

/ f(x)dx —/ f(g(w))|det Jg(w)| dw.
E g 1(E)

Derivazione sotto il segno d’integrale. Sia I C R = R; un intervallo aperto e non vuoto, e sia
f: I x E — R una funzione che soddisfa alle due sequenti proprieta.

e Perognitel, f(t,-) é integrabile su E.
e Per quasi ogni x € E, f(-,x) ¢ di classe C* su I.

Se esistono due funzioni go,g1: E — [0, +oo[ sommabili tali che, per ognit € I e per quasi ogni x € E,

feol <ot o |[Fina)|<

g1(z)

allora la funzione [, f(-,x)dx ¢ a sua volta di classe C* su I ed ivi vale Uidentita

d [ of
Cﬁ/Ef(-,:c)d:B—/Eat(-,m)dm.

Inoltre un analogo di questo risultato resta vero anche con un plurintervallo aperto I C RF=RF, k> 2.

A proposito del precedente teorema di cambio di variabili per diffeomorfismo, ricordiamo infine
le formule classiche per il cambio di variabili in coordinate polari in R? e per il cambio di variabili in
coordinate sferiche ed in coordinate cilindriche in R3 (con le medesime notazioni dell’enunciato).
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Coordinate polari. Pern = 2, consideriamo A = A, y) = |0, +00[,x]0,27[y e B = B, ) = R%x y)\a
dove o := [0, +00[, x { 0}, (che ha m?(c) = 0) e definiamo g: A — B ponendo, per ogni (p,9) € 4,

pcost
alo.0) = 2ol

Allora, per ogni (p,9) € A, det J,(p,9) = p > 0 e cosi, poiché g~ (E\ o) = g~'(E), otteniamo l'identita

/ f(z,y) dxdy = / f(z,y)dxdy = // f(pcosd, psind) pdpdv.
E E\o g (E)

Coordinate sferiche. Per n = 3, consideriamo A = A,y ,,) = |0,+00[, x ]0,27[, x |0,7[, e B =
By, = R?r,y,z)\ ¥ dove X := [0,+00[, x {0}, xR, (m3(X) = 0) e definiamo g: A — B ponendo,
per ogni (p,J,¢) € A,
pcosVsin @
9(p,9,p) = | psindsing
pCos @

Allora, per ogni (p,d,¢) € A, det J,(p, ¥, p) = p?sing > 0 e cosi otteniamo I'identita

// flx,y, 2z)dedydz = /// f(pcos®sin p, psin ¥ sin g, pcos ) p? sin p dpdidep.
Coordinate cilindriche. Per n = 3, consideriamo A = A(pﬂg’t) =10, 400, x |0,27[y x Ry e B =
By, = xyz)\ ¥ dove ¥ := [0,+00[, x {0}, x R, (m 3(3) = 0) e definiamo g: A — B ponendo,
per ogni (p,¥,t) € A,

pcost
9(p,9,t) = | psind
t

Allora, per ogni (p,9,t) € A, det J4(p,¥,t) = p > 0 e cosi otteniamo l'identita

// flx,y, 2)dedydz = /// f(pcos®, psind, t)pdpdddt.
E 9 HE)

Calcolo integrale secondo Lebesgue per funzioni di piu variabili

ESERCIZI CON SVOLGIMENTO
Esercizio 36. Siano E,T C R? i sottoinsiemi y-semplici di ]0, 1[2 dati da
E:{(a:,y)eRz‘0<x<1,x2<y<\/§} e T:{(m,y)€R2‘0<x<1,0<y<x}.
Calcolare gli integrali doppi ffE zydxdy e ffT xy dxdy.

Svolgimento. Grazie al teorema di Fubini-Tonelli (per sottoinsiemi y-semplici del piano),

1 Nz 1 ,2|y=Ve 1 /L 1
// xydxdy:/ [/ xydy}dx:/ e L daz:/ (22 — %) dox = —
E 0 LJa2 o 2 0

y=a? 2
e, analogamente,

1 T 1 1 1
//xydacdy:/ w[/ ydy]d:v:/ w3dr = =. O
T 0 0 2 Jo 8
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Esercizio 37. Posto By = { (z,y) € R? ’ 2% 4+ y* < 1 } dimostrare che, per ogni a € ]0, +o0[, I'integrale
doppio ffB1 (22 + y2)_%dxdy € )0, +o0] ¢ finito se e solo se a < 2 e, quindi, calcolarlo.

Svolgimento. Per ogni r € ]0,1[, definiamo B, = { (z,y) € R? } 2?4+ y* <r? } in modo che

// (2% 4 3?) 2 dxdy = lim // (z® + y2)_%dxdy
B ™0 JJB\B,

e cosl, grazie al teorema di cambio di variabili in coordinate polari e a quello di Fubini-Tonelli,

# L oo 2ol 2m(lr272)
// (2% + %) dvdy = / / (p*) 2 pdpdi = / [/ pl_adp] d9—1 2= o sea#2
Bi\B; r Jo 0 T —logr, se a0 =2,

ed in conclusione
// (2% + ) 2alacaly— 20ar Sea<2, O
By +00, sea > 2.

Esercizio 38. (a) Calcolare l'integrale triplo f02 fol 03 223z dedydz.

(b) Fissato a € ]0,+00[ e posto Eq = { (z,y,2) € R® | 2 > 0, 22 < 2? +y? < az }, verificare che

3rat
/2 2 -
///a x? + y* drdydz 6

Svolgimento. (a) Grazie al teorema di Fubini-Tonelli (in R? e in R?),

(b) Osserviamo che E, = { (pcos ¥, psind, t) € R? ‘ W] < 3,0<p<acosd, |t| <p} e cosl, grazie al
teorema di cambio di variabili in coordinate cilindriche con J € |-, 7[ (e £ :=]—00,0], x {0}, x R;)
e grazie al teorema di Fubini-Tonelli,

+3 acos v +p 5

/// \/x2+y2dmdydz:/ {/ </ p2dt>dp] / cos419d79:a4/ cost 9 dv
a 7% 0 —pP % 0

ed infine usiamo che, per ogni ¥ € R, cos? ¥ = %(1 + cos 219) quindi cos* ¥ = % + % cos 20 + % cos4d. O

Esercizio 39. Posto E = { (z,y) ER?* |0 <z <y <2z, 1 < zy <2}, calcolare larea m*(E) di E e
I'integrale doppio [, (x + y) dzdy.

Svolgimento. Sia g: |1, 2[%u v~ E(zy) la funzione definita ponendo, per ogni (u,v) €]1,2[%

g(u,v) = [\/\/ug] :

Allora g ¢ un diffeomorfismo di classe C! d’inversa g~ ': By — 11, 2[?%1}) data da, per ogni (x,y) € E,

gy = | Y
9 (z,y) [y/m]

1/2yuww —v/u/2v/v _ . 2,
i/ fif2 e ],chehadeth(u,v) = 1/2v, per ogni (u,v) € ]1,2[":

cosi, grazie al teorema di cambio di variabili per diffeomorfismo e al teorema di Fubini-Tonelli,

1 /27 121 1
1dxdy— —dudv—f —dv|du = =log?2
12[2 2v 2 1 1 v 2
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e, analogamente,

[fwsnasay= [[ (o viw) & auao =[] [ Lot 4t a)a= 152 o

Esercizio 40. Dimostrare che:

(1) per ogni a € ]0, +o0f, [ ey = \ /7o

(2) per ogni t € R, [ ¢=a"=t¥a® g — VT =2,
Svolgimento. (1) Mostriamo piu precisamente che, per ogni r € |0, +00],
+
/’ T e_ogqjgdx — E(l o 6_0”2).
_r o

Infatti, grazie al teorema di Fubini-Tonelli e al teorema di cambio di variabili in coordinate polari,

+r 2 +r +r
</ ew2d:c> = (/ eo‘x2da¢>(/ eay2dy)
= // e*a(‘”2+y2)dwdy
{z2+y2<r?}

2 r
_ / [ / pe_o‘p2dp}d29
0 0

™ 2

=T e,

(2) L’idea naturale & quella di usare il teorema di derivazione sotto il segno d’integrale. Sia per questo
[ Ry x ]0,400[, = 0, +00] la funzione di classe C* definita ponendo, per ogni (¢,z) € R x |0, 400,

Pt ) = e 0
In effetti, per ogni (t,z) € R x |0, 400, |f(t,2)] < e e quindi & ben posta e continua la funzione
F: Ry — ]0,+00[ definita ponendo, per ogni ¢t € R,

+oo
F(t)= ; f(t,x)dx.

Notiamo inoltre che F' & pari, ovvero F(—-) = F(-), e che, grazie alla precedente identita notevole,

+oo +o0
F(0) = / e dy = ;/ e du = vr
0

0o 2

pertanto in definitiva la tesi diventa che, per ogni t € |0, +oo[, F(t) = 46_% e cioé F'(t) = —2F(t).
Ma infatti, per ogni fissato r € |0, 00| e per ogni (t,z) € ]r,+o00[ x |0, +oo[, & 1/t < 1/r e quindi

.2
_ 2t €7x27t2/x2 2e~ 7T <t2€t2/a:2> < 2 22

— —e
22 t 2 re

(per ogni z € R, ze™* < e~ !) e cosi, grazie appunto al teorema di derivazione sotto il segno d’integrale,

F‘]r,—i—oo[ ¢ in realta di classe C! (anzi C°°) e, per ogni t € |r, +o0],

+o00 +oo oo
F'(t) = / 8—f(t,:l:) dx = —2/ ! e g = —2/ e IV gy = —2F(t)
o Ot 0 0

z?
da cui subito la tesi per arbitrarieta di r. O
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Esercizio 41. Sia F': |—-1,1[,— |0, +o0o[ la funzione definita ponendo, per ogni ¢t € |—1,1],

F(t) = /Ollog(Q — l‘2t2) dx.

Verificare che F ¢ di classe C? e concava su tutto |—1,1[ con F’(0) = 0.

Svolgimento. L’idea é quella di usare il teorema di derivazione sotto il segno d’integrale. Sia per questo
f:]—-1,1[, x]0,1[, — ]0, 400 la funzione di classe C*° definita ponendo, per ogni (¢, z) € |]—1,1[ x]0, 1],

f(t,x) =log(2 — 22t?).
Allora, per ogni (¢t,z) € |—1,1[ x]0,1[, 0 < f(t,x) <log?2 e quindi F ¢ a valori in 0, log 2[, é continua e

of 20ty |0

< 9% ot _ 9,2 2 + 22
ot 2 — x2¢2 ot?

()| =

< 622

0o~ ey

implicano che, grazie appunto al teorema di derivazione sotto il segno d’integrale, F’ sia in realta di
classe C2 (anzi C°°) con, per ogni t € |—1,1],

1 22 1 2 242
F@:/(-JfJM<3Wm:/¢mﬂ*”2m
0 2 -zt 0 (2 — x2t2)

ed in particolare F'(0) =0 e F”(-) < 0 come volevasi dimostrare. O
Esercizio 42. Dimostrare che, per ogni a € R,

w/2, sea>0,
dr =<0, se a =0,
—7n/2, sea<O.

T sin ax

lim
T*)JrOO 0 X

Svolgimento. Visto che per a = 0 la tesi & evidente mentre se a # 0 allora, per ogni T' € [0, +o0],

T sinaz lalT gin
dx = sgn(a) dx
0 Zz 0 Zz

possiamo supporre senz’altro che a = 1 e, di conseguenza, quanto basta verificare &

2™ gin x T

n—+oo [ x 2

poiché, per ogni n, T — +o00 con 2mn < T < 2mw(n + 1),

T : 27T(TL+1) 1 1
/ Smxdm‘g/ (1/x)dr =log(l1+ —) < — =0 per n — +oo.
2 2 n n

T

™™ ™

Osserviamo per questo che vale 1/x = f0+°° e~ du per ogni = € ]0, +00[ e che cosi, grazie anche al
teorema di Fubini-Tonelli applicato per ogni n € N,

2mn o 2mn +o00 +o0 2mn
/ ST g = / sin [/ e du} dzx = / {/ sin(z)e” " dx|du
0 Z 0 0 0 0

dove, per ogni n € N e per ogni u € [0, +oo[, un’integrazione fatta per parti due volte da

2mn 1— 6—27mu
/ sin(x)e " dr = ———
0

14+ u?

ed in conclusione, finalmente,

du =" 0

n—-+oo 0 xX n—-+4oo

2mn sin T /+oo 6727mu
0
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Esercizio 43. Utilizzare I'identita notevole :{g 1/n? = 72 /6 per verificare che:
1
(a) fo ﬁlog(%)dw = 72 /6;
(b) fol p%x log(%) dr = 72/12;
. 1
(c) per ognip € |—-1,+o0], fo % log(%) der = :{i’i 1/(n +p)2.

Svolgimento. Ricordiamo anzitutto che, per ogni ¢ € R con |c| < 1,
1 X,
I—c Z <
k=0
(a) Per ogni k € N, sia fj:]0,1[, — ]0,4o00[ la funzione regolare definita ponendo, per ogni x € ]0, 1],

fi(x) = a*log(1/x).

Allora, grazie al teorema di convergenza monotona per serie di funzioni non-negative,

1 g B 1 too _+OO 1 :+OO 1k
/()1_$log(1/ac)clx:/0 kz_ofk(:z:)d:c—kz_o/o fk(x)dx_kz_o/o x"log(1/x) dx

e adesso osserviamo che, per ogni k € N,

L gkl 1\ [~ 1
x"log(l/x)dx = log(1/x) + —— =—-s.
[ #tostiveyae = 5 (st + 15 )| = ot
(b) Visto che, per ogni z €]0,1[, 1/(1 +z) = ;25 (=1)*z* otteniamo in modo del tutto analogo
log(1l/x)dx = T —
/Ol—x (1/2) kzzo(k+1)2

ed ora le due uguaglianze > 1/(2n)2 = %(%2), ecioe Y71/ (2n — 1)? = 3( 2), danno

too k +oo n—1 +oo +o0 9 9
(- =D I 1 1=\ =
kzzo(k+1)2:,; n? _;(27@—1)2 ;(zn)2_2<6>_12

(c) A questo punto basta scrivere, per ogni x € |0, 1[, 2P /(1 — z) = xp(ﬁ) e quindi, per ogni k € N,

1
1
k+p _
" Plog(l/x)dr = ———. O
/o 5(1/) (k+1+p)?
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